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Resumen

El modelamiento y análisis de estructuras biológicas microscópicas 3D de alta ramificación es
una tarea desafiante debido a su alta complejidad. Un método para abordar esta tarea corresponde
a la generación de skeletons, como modelos de dimensión reducida. El skeleton de un objeto 3D es
una representación 1D del mismo, aproximadamente equidistante a los bordes y que busca conservar
sus propiedades geométricas y topológicas. Los skeletons, aplicados a estructuras biológicas comple-
jas de interés, requieren satisfacer las siguientes propiedades: ser unidimensionales, invariantes bajo
transformaciones isométricas, aproximadamente centrados y homeotópicos.

El objetivo de este trabajo de t́ıtulo fue implementar un algoritmo de esqueletonización correcto
y robusto, tomando como base un método descrito para mallas triangulares de superficie 3D.

El algoritmo implementado considera tres etapas: una de contracción de la geometŕıa, una de
remoción de todas las caras de la malla que la transforma en una estructura unidimensional, y una
de centrado para la corrección del skeleton resultante. Para garantizar la robustez del algoritmo,
se añadió una rutina de preprocesamiento que verifica que la malla de entrada sea válida; además
se realizaron pruebas unitarias para validar los distintos escenarios posibles en las tres etapas del
método.

En esta implementación se utilizó el paradigma de programación orientada a objetos y de patro-
nes de diseño para facilitar la extensión y modificación del software. Se evaluó la implementación del
algoritmo y de las mejoras propuestas utilizando (i) mallas simples de figuras de fantaśıa, presen-
tadas en trabajos previos sobre esqueletonización , y (ii) mallas complejas de estructuras biológicas
observadas por microscoṕıa confocal. En el último caso se recurrió a biólogos expertos para evaluar
los resultados.

Al emplear este método con mallas biológicas de distinto tamaño y complejidad, se obtienen
skeletons correctos que satisfacen las propiedades requeridas. En particular se utilizaron mallas de
superficie de: red de ret́ıculo endoplasmático de células de cultivo COS-7, cuerpo y soma de neuro-
nas pertenecientes al órgano parapineal del pez cebra y conglomerados de membranas plásticas de
células de cresta neural de pez cebra. Al emplearlo con las mallas de fantaśıa se obtienen skeletons

aproximadamente centrados en casi todos los casos, y en un caso se observó una región del skeleton
que quedó ubicada fuera de la figura original. Además, en este último tipo de mallas, se observa
que el tener una malla simétrica no implica que el skeleton resultante sea simétrico. Para todos los
casos la aplicación realizada cumple los requerimientos de robustez en las tres etapas del algoritmo.

Finalmente, la extensión del trabajo realizado en proyectos futuros abarca temas como: la pa-
ralelización de la aplicación, y mejoras para garantizar que el skeleton se encuentre siempre dentro
de la malla y aproximadamente centrado con respecto a ésta.
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2.1.1. Captura de Imágenes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.1.2. Generación de Mallas de Superficie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.2. Revisión del Método de Esqueletonización . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.2.1. Método de Contracción Basado en el Operador de Laplace . . . . . . 10

2.3. Revisión del Software Recibido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3. Análisis 14
3.1. Problemas de Implementación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
3.2. Alternativas Analizadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

4. Diseño 17
4.1. Diseño del Algoritmo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

4.1.1. Contracción de la Malla (geometry contraction) . . . . . . . . . . . . 17
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5.5. Malla donuts contráıda utilizando el método Geometry Contraction III. . . . 39
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superficie inicial. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
5.12. Malla de superficie de la neurona contráıda hasta alcanzar el 20% del área de
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área de superficie inicial. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
5.16. Malla de superficie de ret́ıculo contráıda hasta alcanzar el 10% del área de
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9.32. Región de malla después del colapso de un arco con tres triángulos incidentes. 118
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9.49. Distribución de los ángulos de la malla de superficie memento. . . . . . . . . 127
9.50. Distribución del radio (arista de menor longitud/arista de mayor longitud) de
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Antedecentes Generales

Una de las principales aplicaciones de la computación gráfica es modelar y representar la
realidad lo más fielmente posible. Para ello, es necesario contar con herramientas matemáti-
cas y computacionales e infrastructura apropiadas que permitan realizar un correcto análisis
e interpretación del problema a modelar.

El campo de la geometŕıa computacional estudia algoritmos y estructuras de datos efi-
cientes para resolver problemas geométricos computacionalmente. Las estructuras biológicas
representan modelos geométricos donde caracterizar sistemas cuya complejidad no puede ser
estimada a simple observación es una tarea desafiante. Un enfoque propuesto para acceder
a la información en estructuras biológicas complejas radica en la simplificación de formas
reduciendo su dimensionalidad a través de la esqueletonización.

El skeleton o curve-skeleton [7] de un objeto bidimensional o tridimensional es una repre-
sentación unidimensional del mismo, aproximadamente equidistante a los bordes que busca
conservar sus propiedades geométricas, morfológicas y topológicas (Apéndice A, Figura 9.1).

Los skeletons unidimensionales han sido definidos en más de una manera, es por esto que
existen muchos algoritmos de esqueletonización, basados en distintas estrategias y algunos
orientados a funcionar mejor en casos espećıficos. Usualmente dan resultados muy pareci-
dos, pero a veces pueden presentar diferencias dependiendo del algoritmo que se utilice, en
particular al aplicarlos a datos discretos. Las dos definiciones más comunes son:

• Eje y superficie medial: de acuerdo a la definición de [4], en el caso bidimensional o
tridimensional el eje medial es el locus de puntos de la figura que tiene al menos dos
puntos más cercanos con el borde de la figura (Apéndice A, Figura 9.2). En el caso
tridimensional, esto se extiende a la superficie medial, ya que además de curvas puede
contener superficies. Por este motivo, no puede ser utilizado directamente en el caso
tridimensional, sin embargo, śı es posible utilizarla como punto de partida para generar
un skeleton unidimensional.

• Centro de discos o bolas maximales: esta es la definición más aceptada de un skele-
ton. Consiste en el locus de puntos que corresponden a centros de discos (en el caso
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bidimensional) o esferas (en el caso tridimensional) maximales abiertos inscritos en el
objeto. Formalmente: sea X ∈ R3 una forma tridimensional1. Se define una bola abierta
centrada x ∈ X y de radio r como Sr = {y ∈ R3, distancia(x, y) < r}. Una bola Sr(x )
⊆ X es maximal si no está en ninguna otra bola maximal (Apéndice A, Figura 9.2).

El hecho que existan diversas maneras de definir un skeleton produce algunos inconve-
nientes, por ejemplo, no siempre el skeleton obtenido por medio de la aplicación estricta de
una definición es deseable, ya que se puede ver muy afectado por ruido en la superficie del
modelo tridimensional, o también puede no ser el mismo si se aplica el algoritmo al modelo
en una diferente orientación. Además, son muy sensibles a pequeños cambios en la superficie
del objeto, lo que resulta poco práctico para aplicaciones donde es necesario tener robustez
frente a la presencia de ruido o pequeñas variaciones en la superficie.

Algunas de las propiedades deseables de un curve-skeleton son las siguientes [7]:

• Homeotópico: el skeleton debe ser topológicamente igual al objeto original, es decir,
debe tener el mismo número de componentes conectados, túneles y cavidades. Además,
el skeleton debe estar contenido completamente en el objeto original; de manera con-
traria, se puede cumplir la condición anterior aunque el skeleton tenga una geometŕıa
diferente. Como no es posible tener cavidades en un objeto unidimensional como un
skeleton, en este caso se puede utilizar una definición relajada de topoloǵıa, y decir que
el skeleton debe tener el mismo número de componentes conectados, y al menos un loop
por cada túnel y cavidad del objeto original (entendiéndose loop en el skeleton como
un conjunto de puntos en el cual es posible partir desde uno de sus puntos y llegar al
mismo recorriendo todos los demás sin repetir ninguno).

• Invariante bajo transformaciones isométricas: dada una transformación isométrica, el
skeleton de un objeto transformado debe ser igual a la transformación de un skeleton
del objeto original. Formalmente: dada una transformación isométrica T y un método
para extraer el skeleton de un objeto Sk, el resultado debe ser el mismo si se aplican
en cualquier orden a un objeto O ; es decir, T (Sk(O)) = Sk(T (O)).

• Unidimensional: el skeleton debe ser unidimensional y en el caso discreto a lo más debe
tener un voxel de espesor en todas direcciones, excepto en las uniones donde convergen
varias ramas.

• Centrado: el skeleton debe estar aproximadamente centrado repecto al objeto que re-
presenta. Esto se puede cuantificar por ejemplo, midiendo la distancia de cada punto
del skeleton al borde del objeto a lo largo de varios segmentos perpendiculares a la
dirección del skeleton; los puntos centrados debeŕıan tener la misma distancia al borde
en cada par de segmentos colineales. En algunos casos, como compresión de forma, es
importante que el skeleton esté perfectamente centrado, pero en la mayoŕıa de los casos
un skeleton perfectamente centrado no es bueno ya que se reflejaŕıan en él pequeñas
imperfecciones indeseadas de la superficie del objeto; en estos casos es mejor contar con
un skeleton aproximadamente centrado.

1Es decir, su borde y su interior.
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• Robusto: el skeleton debe ser poco sensible al ruido en el borde del objeto. Esta pro-
piedad está en conflicto con la anterior; es decir, un skeleton robusto no puede ser
perfectamente centrado. En la mayoŕıa de los casos, un skeleton robusto y aproxima-
damente centrado es lo mejor.

• Suave: se dice que un skeleton es suave cuando al moverse a lo largo de él no existe
mucha variación en la dirección de la curva tangente. Se puede medir la suavidad como
la desviación estándar de ángulos entre direcciones tangentes en ubicaciones sucesivas
del skeleton; para asegurar suavidad, esta variación al moverse de un punto a otro debe
ser lo menor posible [7]. Esta propiedad es útil en aplicaciones como navegación virtual,
en donde el skeleton, que es utilizado como un camino de navegación, debe ser lo más
suave posible para evitar cambios abruptos en la imagen mostrada.

El actual estado del arte de los distintos enfoques para la esqueletonización dan lugar a
herramientas eficaces, precisas y robustas que son escenciales para el estudio de complejas
estructuras biológicas altamente ramificadas. Resulta entonces interesante realizar la imple-
mentación de un algoritmo de esqueletonización para apoyar este tipo de estudios.
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1.2. Motivación

El SCIAN-lab (Scientific Image Analysis)2 es un laboratorio de procesamiento de imáge-
nes cient́ıficas, ubicado en la Facultad de Medicina de la Universidad de Chile y dirigido por el
profesor Steffen Härtel3. Forma parte del Programa de Anatomı́a y Bioloǵıa del Desarrollo y
de las iniciativas interdisciplinarias del Instituto Milenio de Neurociencia Biomédica (BNI)4 y
de la Advanced Imaging and Bioinformatics Initiative (AIBI)5, en colaboración con el Depar-
tamento de Ciencias de la Computación y la Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas. El
SCIAN-lab desarrolla herramientas matemáticas y algoritmos computacionales para acceder
a las funciones dinámicas, morfológicos y topológicos en sistemas experimentales en el ámbi-
to biof́ısicos, biológicos o médicos. Microscoṕıa confocal de alta velocidad en combinación
con procesamiento de imágenes revela la interacción entre estructura y función en sistemas
modelo de ĺıpidos y fenómenos a niveles sub-celular, celular, y supra-celular en el campo de
la bioloǵıa del desarrollo, neurobioloǵıa, o la biof́ısica de membranas.

De la diversidad de sistemas biológicos estudiados en SCIAN-lab, los que presentan mayor
complejidad y ramificación no disponen en la actualidad de herramientas para su análisis y
cuantificación. Entre ellos podemos considerar: la relación estructural y funcional de circuitos
neuronales del cerebro del pez cebra [14], la dinámica y cambios morfológicos presentes en el
ret́ıculo endoplasmático [21] y los cambios morfológicos en el conglomerado de membranas
plasmáticas de células de cresta neural de pez cebra [22].

Figura 1.1: Red de ret́ıculo endoplasmático de células de cultivo COS-7 obtenidas a partir de
riñon de mono verde africano (Cercopithecus aethiops) observado por microscoṕıa confocal.
El marcador utilizado corresponde a una protéına fluorescente llamada RFP (red fluorescent
protein).

2www.scian.cl
3shartel@med.uchile.cl
4www.bni.cl
5www.aibi.cl
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Figura 1.2: Proyección 2D de una imagen tridimensional de neurona perteneciente al órgano
parapineal del pez cebra obtenida mediante microscoṕıa confocal. El marcador utilizado
corresponde a una protéına fluorescente llamada m-cherry.

Figura 1.3: Proyección 2D de una imagen tridimensional de un conglomerado de las membra-
nas plasmáticas de células de cresta neural de un pez cebra obtenida mendiante microscoṕıa
confocal. El marcador utilizado corresponde a una protéına fluorescente llamada GFP (green
fluorescent protein).

Para el estudio de estos sistemas biológicos se emplean series de datos 2D y 3D obtenidas
a partir de microscoṕıa confocal. Estas series están compuestas de imágenes que tienen una
resolusión de unos cientos de nanómetros por pixel. Con el equipamiento actual de SCIAN-
lab las imágenes 2D obtenidas tienen una resolución de 1024 × 1344 pixeles (∼ 1MB). En el
caso de las series 3D se observan hasta 70 cortes (1024 × 1344 × 70, ∼ 70 MB), 8 bits TIFF
sin comprensión.

Este trabajo de t́ıtulo busca apoyar la labor de estos profesionales y aborda el proble-
ma de análisis morfológico y topológico de estos sistemas altamente ramificados mediante

5



esqueletonización [1]. El modelamiento de estos sistemas y sus componentes a través de una
estructura más simplificada que una malla geométrica logra una mejor comprensión de sus
asimetŕıas, proyecciones y conectividades. Los skeletons permiten cuantificar estos sistemas
biológicos mediante la obtención de información relevante como: número y nivel de bifur-
caciones de los nodos, largo de los segmentos, ángulo entre nodos, etc. Estas caracteŕısticas
logran describir de mejor forma los cambios morfológicos de estos sistemas biológicos, junto
con proporcionar estructuras simplificadas que facilitan su visualización.

Al inicio del proyecto, se dispońıa de un prototipo para esqueletonización incompleta no
funcional, que sólo implementaba un criterio de contracción [1], y parcialmente integrado
al software de tratamiento y análisis de imágenes de SCIAN-lab. En adición, los casos de
aplicación biológicos existentes conforman el marco de trabajo para el presente proyecto.

6



1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivos Generales

• Implementar un algoritmo correcto y robusto para la generación de un skeleton 1D de
un objeto 3D a partir de su malla de superficie. Correcto quiere decir que entregue una
respuesta que satisfaga las propiedades definidas para el skeleton cuando la entrada es
válida y robusto quiere decir que el algoritmo no falle con entradas no esperadas o por
problemas de precisión6.

• Visualizar la estructura resultante para el skeleton en SCIAN-Soft.

1.3.2. Objetivos Espećıficos

• Mejorar el prototipo existente (skeleton extraction by mesh contraction) [2] e imple-
mentar las etapas faltantes para generar el skeleton. Éstas son:

1. Contracción de la malla (geometry contraction).

2. Colapso de la malla contráıda (connectivity surgery).

3. Corrección del skeleton, si es que hay partes que quedan ubicadas fuera de la malla
original (embedding refinement).

• Validar el prototipo con mallas de superficie generadas artificialmente y con mallas
reales para estructuras 3D a nivel subcelular y supracelular, de distinta complejidad y
tamaño.

• Implementar la visualización del skeleton de un objeto en SCIAN-Soft.

6Algunos de los problemas de precisión y robustez en el campo de la Geometŕıa Computacional son
mencionados en [23].
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1.4. Contenido de la Memoria

1. Introducción: Se presenta una mirada general al tema y la motivación. Se señalan los
objetivos de este trabajo.

2. Marco Teórico: Se presentan los elementos necesarios para el entendimiento del proble-
ma a solucionar. Estos incluyen: el procesamiento de imágenes y generación de mallas
de superficie, revisión del software recibido y revisión del método parcialmente imple-
mentado.

3. Análisis: Se exponen una revisión detallada de los problemas de implementación del
método parcialmente implementado y las alternativas analizadas para mejorar y exten-
der el software existente.

4. Diseño: Se presentan las estructuras de datos utilizadas, el detalle del diseño del algo-
ritmo y el diseño de la aplicación.

5. Implementación: Se exponen los detalles de la implementación de la aplicación.

6. Evaluación: Se expone la evaluación del diseño de la aplicación y de la implementación
realizada.

7. Discusión: Se presenta la discusión de todos los aspectos significativos en este trabajo.
Estos son: las caracteŕısticas de las mallas de entrada, la implementación del algoritmo
y su rendimiento.

8. Conclusiones: Se presentan las conclusiones obtenidas en este trabajo y los posibles
trabajos futuros sobre la aplicación desarrollada.

9. Trabajo Futuro: Se presentan distintos aspectos para continuar el trabajo realizado en
próximos proyectos.

10. Referencias: Se exponen las fuentes de información utilizadas en el marco teórico y en
el diseño del algoritmo.

11. Apéndice: Se presenta información adicional de interés sobre el trabajo realizado.
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Caṕıtulo 2

Marco Teórico

En este caṕıtulo se entregan antecedentes para facilitar la comprensión del trabajo reali-
zado. Estos son: el contexto de este trabajo de memoria, la revisión del software existente y
la revisión bibliográfica de éste.

2.1. Procesamiento de Imágenes y Generación de Ma-

llas de Superficie

2.1.1. Captura de Imágenes

En el contexto del SCIAN-lab, para estudiar el comportamiento de estructuras biológicas
se utiliza microscoṕıa confocal. La microscoṕıa confocal permite obtener y cuantificar datos
asociados a caracteŕısticas f́ısicas de las estructuras biológicas en observación. El microscopio
captura imágenes de las muestras observadas sobre varios planos (x, y) a través del eje z,
almacenándolas en forma de stack en el computador.

Figura 2.1: Representación de un stack de imágenes apiladas en el eje z obtenidas mediante
microscoṕıa confocal.

2.1.2. Generación de Mallas de Superficie

SCIAN-Soft es un programa para tratamiento y análisis de imágenes cient́ıficas desa-
rrollado en el SCIAN-lab. Este software se encuentra implementado en IDL1 y proporciona
soluciones ad hoc a las necesidades del laboratorio, por ejemplo, análisis sobre imágenes de

1Interactive Data Language. El detalle de la descripción de IDL se encuentra en el Caṕıtulo 5.3.
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estructuras celulares.

SCIAN-Soft permite crear un volumen 3D de vóxeles a partir de un stack de imágenes
que son tomadas a las muestras biológicas de interés a través del eje z. Luego, se utiliza este
volumen para producir una lista de vértices y poĺıgonos que describen el contorno de una
superficie. SCIAN-Soft utiliza el método getSurfaceModel para generar mallas de superficie.
PolyPaint, el método que utiliza getSurfaceModel para generar mallas de superficie, está ba-
sado en el algoritmo Marching Cubes descrito en [17].

El algoritmo PolyPaint (y también Marching Cubes) puede generar mallas de superficie
no conformes, en particular, las mallas presentan elementos no conectados entre śı. Para so-
lucionar este problema, las mallas de superficie son reparadas, obteniendo mallas aptas para
utilizar en este software.

2.2. Revisión del Método de Esqueletonización

En el software existente se intentó implementar el método skeleton extraction by mesh
contraction [2], que a partir de una malla de superficie busca obtener el skeleton de un objeto.
Este método está compuesto de tres etapas:

• contracción de vértices (geometry contraction): proceso basado en el operador de La-
place que contrae y suaviza la malla de superficie hasta alcanzar un volumen cercano
a cero.

• colapso de aristas (connectivity surgery): a través de un proceso de colapso de arcos se
remueven todas las caras de la malla contráıda hasta obtener un skeleton unidimensio-
nal.

• centrado de nodos del skeleton (embedding refinement): se realiza un proceso que centra
los nodos del skeleton que se encuentren fuera de la malla original.

El software recibido sólo intentó implementar la etapa de contracción (geometry contrac-
tion) utilizando el método de contracción basado en el Laplaciano [2]. Los detalles del diseño
de este método son descritos a continuación.

2.2.1. Método de Contracción Basado en el Operador de Laplace

Consiste en un proceso de suavizado y contracción que remueve detalles y ruido de la malla
de superficie desplazando cada uno de los vértices a través de su dirección normal. El enfoque
sugerido en [2] consiste en una contracción mediante la aplicación del método Laplacian
smoothing. En esta propuesta, los vértices de posiciones V

′

son (suavemente) contráıdos a
través de sus direcciones normales para resolver la ecuación discreta de Laplace:

LV
′

= 0 (2.1)

donde L es una matrix n x n llamada operador curvatura-flujo de Laplace con elementos
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Li,j =



































wi,j = cot(αi,j) + cot(βi,j) si e(i,j) ∈ E

k
∑

e(i,k)∈E

−wi,k si i = j

0 en otro caso

(2.2)

donde αi,j y βi,j son los ángulos opuestos correspondientes al arco e(i,j) [9] (Figura 2.2).

vj+1

vi

vj−1

vj

αi,j

βi,j

e(i,j)

Figura 2.2: Ángulos αi,j y βi,j correspondientes al arco e(i,j)

De esta forma, las coordenadas del Laplaciano δ = LV = [δT1 , δ
T
2 , ..., δ

T
n ]

T aproximan
interiormente las normales curvatura-flujo, es decir,

δi = −4Aiκini (2.3)

donde Ai, κi y ni son el área local del anillo (one-ring en inglés), la aproximación de
curvatura media local y la aproximación de la normal exterior del vértice i, respectivamen-
te [9]. En el contexto de mallas geométricas, se define el anillo (one-ring) [13] de un vértice
vi como el conjunto de todos los vértices que son vecinos de vi. Esto se puede extender a la
vecindad de dos anillos de un vértice (two-ring) agregando todos los vecinos de los vértices
del primer anillo. Luego, el área local del anillo Ai corresponde al área de todos los triángulos
que contienen el vértice vi.

Para el cálculo del vector normal, en [2] se sugiere utilizar la propuesta de [9]. Este
enfoque propone obtener la curvatura media y una aproximación al vector normal a partir
de la siguiente definición:

▽A

2A
= κn (2.4)

donde A es el área del anillo de vi y ▽ es la derivada con respecto a las coordenadas (x,
y y z ) de vi. La versión discreta de la ecuación anterior es equivalente a:

− κini =
1

4Ai

∑

j∈N1(i)

(cot(αi,j) + cot(βi,j))(vj − vi) (2.5)
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donde N1(i) es el anillo (one-ring) o vecindad del vértice vi.

Por lo tanto, resolver la ecuación LV
′

= 0 significa también contraer la malla geométrica
en función de sus componentes normales. Las filas del sistema LV

′

= 0 corresponden a las
restricciones de contracción porque ellas definen la fuerza para contraer la malla. Además, se
introducen restricciones de atracción que tienen por objetivo atraer los vértices a la geometŕıa
original de la figura.

Se define el siguiente sistema para las posiciones de los vértices:

[

WLL
WH

]

V
′

=

[

0
WHV

]

(2.6)

donde WL y WH son las matrices diagonales de n x n con los coeficientes que ponderan las
restricciones de contracción y atracción, respectivamente. El elemento i -ésimo de la diagonal
de las matrices WL y WH se denota WL,i y WH,i, respectivamente. Además, la ecuación (6)
es equivalente a

WLLV
′

= 0 (2.7)

WHV
′

= WHV (2.8)

Dado que el sistema de la ecuación (6) esta sobre-determinado2, una posible solución se
obtiene al emplear la técnica de los mı́nimos cuadrados, que equivale a minimizar la siguiente
expresión cuadrática:

∥

∥WLLV
′
∥

∥

2
+
∑

i

W 2
H,i

∥

∥v
′

i − vi
∥

∥

2
, (2.9)

donde el primer término corresponde a las restricciones de contracción y el segundo
término corresponde a las restricciones de atracción.

Se requieren varias iteraciones con las ponderaciones adecuadas para que el proceso con-
verga a una figura delgada. Para incrementar la velocidad de colapso, se puede incrementar la
ponderación de contracción WL,i para todos los vértices i después de cada iteración. Además,
para evitar una sobrecontracción de las caracteŕısticas importantes de la malla, se actuali-
zará la ponderación de la atracción WH,i para cada vértice de acuerdo a su grado de colapso
determinado por su área de anillo local. Espećıficamente, se desea que los vértices que se
hayan contráıdo menos se atraigan más fuertemente a sus posiciones actuales y que la con-
tracción sea menor en la siguiente iteración.

El proceso de contracción iterativo, para cada iteración t + 1 con t > 0 es el siguiente:

1. Resolver

[

W t
LL

t

W t
H

]

V t+1 =

[

0
W t

HV
t

]

para V t+1.

2. Actualizar W t+1
L = sLW

t
LyW

t+1
H,i = W 0

H,i

√

A0
i

At
i

donde At
i y A0

i son el actual y el original

área del anillo de cada vértice, respectivamente y sL es la constante de actualización
de las restricciones de contracción.

2Se dice que un sistema lineal este sobre-determinado cuando éste tiene más ecuaciones que incógnitas.
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3. Calcular el nuevo operador de Laplace Lt+1 con las actuales posiciones de lo vértices
V t+1.

El valor inicial de los coeficientes W 0
L,i y W 0

H,i ponderan respectivamente la suavidad y
el grado de contración de la primera iteración, junto con determinar la cantidad de detalle
retenida en la subsiguiente y final malla contráıda. Para manejar modelos de diferentes ta-
maños y resoluciones los autores utilizan el valor inicial W 0

H,i = 1.0 y W 0
L,i = 10−3

√
A, donde

A es el promedio del área de todas las caras del modelo. Emṕıricamente [2] se han obtenido
skeletons de buena calidad, reteniendo las principales caracteŕısticas en los modelos t́ıpicos
de computación gráfica.

2.3. Revisión del Software Recibido

El software existente consiste en un proyecto del IDE eclipse3 desarrollado en Java por
Pablo Aguilar.

La clase principal es MeshContraction3DTriangles. Esta clase tiene 1801 ĺıneas de código
y 13 funciones. Estas funciones intentaron implementar el método de contracción basado en
el operador de Laplace descrito anteriormente. Además, existen funciones dedicadas a leer
y escribir archivos en formato Wavefront (.obj) para cargar y guardar mallas de superficie,
respectivamente.

Las clases restantes definen las estructuras de datos utilizadas (Mesh,MeshTriangle,Mesh-
Vertex y MeshEdge) y resuelven operaciones matriciales (MatrixUtils, LinearEquationSys-
temDoolittleSolver).

La implementación del software recibido dista bastante de la definición de buen código
mencionada en [18], y no incorpora patrones de diseño [11] que permitan su fácil extensión
y mejoramiento.

Al evaluar el software existente no se obtuvieron buenos resultados, pues la etapa de
contracción falló incluso con mallas simples como un paraleleṕıpedo y un toroide.

3http://www.eclipse.org/
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Caṕıtulo 3

Análisis

En este caṕıtulo se realiza la revisión de los problemas de implementación encontrados en
el software recibido. Para corregir y extender este software, se analizan dos alternativas que
abordan la esqueletonización de objetos 3D y se presenta la justificación y descripción de la
solución escogida.

3.1. Problemas de Implementación

El enfoque sugerido originalmente en [2] (Caṕıtulo 2.3) consiste en una contracción me-
diante la aplicación del método laplacian smoothing. Uno de los problemas encontrados en
este enfoque es que el Laplaciano de dos objetos con caracteŕısticas muy diferentes (por ejem-
plo, la curvatura) pueden ser el mismo, como se ha descrito en [9].

Otro problema se relaciona con el cálculo de la normal sugerido en [9], en particular con el
cálculo de los ángulos αi,j y βi,j que definen el arco e(i,j) (Figura 2.2). En las implementaciones
de algoritmos geométricos la aritmética de los números reales es reemplazada por la aritmética
del punto flotante, produciendo a veces salidas incorrectas [23].

3.2. Alternativas Analizadas

Existen diversos enfoques para abordar la esqueletonización de un objeto tridimensio-
nal [3]. Algunos de ellos son: algoritmos de adelgazamiento topológico, algoritmos de mapas
de distancia (en dominios discretos basados en diagramas de Voronoi) y algoritmos basados
en morfoloǵıa matemática.

Para seleccionar el enfoque adecuado es necesario tener en cuenta el tipo de modelos que
se desean evaluar con esqueletonización.
Dos de los sistemas biológicos que se analizan en SCIAN-lab, el ret́ıculo endoplasmático de
células de cultivo y el conglomerado de las membranas plasmáticas de células de cresta neural
de pez cebra (Figuras 1.1 y 1.3), se pueden clasificar como estructuras 3D tipo grafo-árbol
debido a la alta ramificación que presentan. Considerando estas caracteŕısticas, las posibles
estrategias para abordar el problema se redujeron a las siguientes:
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1. Nube de puntos (Robust skeleton extraction from imperfect point clouds) [5]

La aplicación t́ıpica de esta estrategia corresponde al empleo de lasers para la recons-
trucción de objetos y superficies.

El algoritmo de esqueletonización a partir de una nube de puntos propone los siguientes
pasos:

a) Obtener una nube de puntos a partir del espacio discreto (vóxeles1).

b) Crear una estructura de árbol jerárquico (octree2) a partir de la nube de puntos.

c) Reducir el árbol a un skeleton.

d) Realizar un post proceso de corrección del skeleton resultante.

La extracción de complejas estructuras tipo árbol-grafo desde una nube de puntos es
dif́ıcil por muchas razones, por ejemplo:

• La variación en la densidad local de puntos causada por el alineamiento del scanner
en un sistema de coordenadas común.

• El submuestreo causado por efectos de oclusión.

• Ruido y errores sistemáticos que enmascaran la estructura del objeto de interés.

Una de las ventajas de este enfoque es que al disminuir homogéneamente la densidad
de puntos, el skeleton final no se ve mayormente afectado por esta variación.

En general, se emplea este algoritmo [5] cuando se desea obtener el skeleton de árboles
y arbustos (por la naturaleza de estos objetos y por la búsqueda de resultados descrip-
tivos a nivel global de las estructuras y distribución de ramas por sobre cuantificadores
demasiado estrictos).

Este método presenta las siguientes complicaciones:

• Debido a que el método se basa en una subdivisión espacial, resulta ser muy
sensible a rotaciones sobre el volumen de datos, por lo que no es invariante a
transformaciones isométricas.

• La profundidad de los octrees generados (el nivel de subdivisiones) es un parámetro
del método, por lo que no se garantiza la conservación de la topoloǵıa.

• Debido a lo anterior, no se puede garantizar que el resultado sea homeotópico al
objeto original.

1Un vóxel (representación 3D de un ṕıxel) es una unidad cúbica de volumen que representa un valor (por
ejemplo, propiedades medibles) en una grilla regular en un espacio tridimensional. La voxelización consiste
en convertir objetos de su representación geométrica continua al conjunto de voxeles que más se aproxima al
objeto continuo. Para más detalles, ver [15].

2En el contexto de las estructuras de datos, un octree es un árbol donde cada nodo interno tiene ocho
hijos. Un octree corresponde a una partición tridimensional del espacio que se subdivide recursivamente en
ocho celdas. Los octrees son la versión 3D de los quadtrees, estructura de datos diseñada por Raphael Finkel
y J.L. Bentley [10].
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2. Contracción de malla geométrica (Skeleton extraction by mesh contraction) [2]

Dada una malla de superficie G = (V, F, E ) con vértices V, caras F y arcos E, siendo
V = [v1, v2, ..., vn] las posiciones de los vértices, el problema consiste en extraer el
skeleton S = (N, U ) de la malla, donde N = [n1, n2, ..., nm] y U son las posiciones de
los nodos y los segmentos del skeleton, respectivamente.

Este enfoque está basado en un proceso de contracción geométrico [2] que iterativa-
mente suaviza y colapsa la malla geométrica de forma forzada. Con una contracción
cuidadosamente ponderada, el proceso produce la figura de un skeleton delgado con
uniones y ramas correspondientes a los componentes morfológicos y topológicos princi-
pales del objeto original.

Las etapas de este algoritmo de esqueletonización son las siguientes:

a) Contracción de la malla (geometry contraction): la malla es contráıda hasta obte-
ner una figura de volumen cercano a cero.

b) Colapso de la malla contráıda (connectivity surgery): a través de un proceso de
colapso de aristas se remueven todas las caras de la malla contráıda hasta obtener
un skeleton unidimensional.

c) Corrección del skeleton (embedding refinement): se realiza un proceso que centra
y corrige las partes que se encuentren fuera de la malla original.

Este método se escogió por las siguientes razones:

a) La etapa de contracción geométrica no altera la conectividad de la malla original.

b) La etapa de colapso de la malla retiene todos los túneles.

c) El skeleton generado garantiza ser homotópico al objeto original.

d) El método es invariante a las rotaciones.
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Caṕıtulo 4

Diseño

En este caṕıtulo se analizan las decisiones de diseño tomadas en el desarrollo de este
trabajo. Estas decisiones incluyen: el rediseño de las etapas del algoritmo de esqueletonización,
las estructuras de datos utilizadas y el diseño de la aplicación incorporando patrones de
diseño.

4.1. Diseño del Algoritmo

4.1.1. Contracción de la Malla (geometry contraction)

Consiste en un proceso de contracción que remueve detalles de una malla de superficie
desplazando cada uno de los vértices a través de su dirección normal. El input de esta etapa
corresponde a una malla de superficie conforme G = (V, F, E ) con vértices V, caras F y
arcos E, siendo V = [v1, v2, ..., vn] las posiciones de los vértices.

Debido a los problemas de implementación mencionados en el Caṕıtulo 3.1 que presen-
ta el enfoque sugerido en [2] para la implementación de la etapa geometry contraction del
algoritmo skeleton extraction by mesh contraction se consideraron tres alternativas. Estas
alternativas de contracción están basadas en un método de contracción geométrica definido
por la ecuación:

vt+1
i = w1 v

t
i + w2 d

t
i (4.1)

donde

• vti es la posición del vértice vi en la iteración t

• dti es el desplazamiento del vértice vi en la iteración t

• w1 > 0 y w2 > 0 son las ponderaciones a vti y dti, respectivamente.
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vti

(a)

vt+1
i

(b)

Figura 4.1: Vértice vi antes (a) y después (b) de contraerlo en la dirección del vector di en la
iteración t.

Este método de contracción simple busca mejorar los problemas de precisión que pueden
ocurrir al implementar el enfoque sugerido en [2] cuando la calidad de los triángulos es
deficiente1. Esto permitiŕıa obtener skeletons independiente de la calidad de los triángulos
de la malla de superficie. Los tres métodos de contracción geométrica que se implementaron
son los siguientes:

• Contracción Geométrica I (Geometry Contraction I )

En este enfoque el desplazamiento de cada vértice vi de la malla está definido como el
promedio de la posición de los vecinos de vi :

vt+1
i = w1 v

t
i + w2 d

t
i (4.2)

= w1 v
t
i + w2











∑

e(i,k)∈E
vtk

n











(4.3)

donde

• vtk es la posición del vértice vk en la iteración t

• n es el número de vértices vecinos de vi

• w1 = w2 = 0.5.

1Se dice que la calidad de los triángulos de una malla es deficiente cuando éstos son obstusos y generados,
es decir, cuando su arco de menor longitud es mucho menor que su circunradio [25].
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Es importante señalar que la posición promedio de los vecinos de vi no es un vector
normalizado y en la mayoŕıa de los casos no coincide con el vector normal de vi. El único
caso en que este vector apunta en la misma dirección que la normal ocurre cuando los
vecinos de vi son equidistantes a este vértice (Figura 4.2). Esto indica que este método
es sensible al cambio local en el largo de los arcos de la malla.

dti ≡ nt
i

vti

(a)

vti
vt+1
i

dti 6= nt
i

nt
i

(b)

Figura 4.2: (a) Vértices vecinos de vi equidistantes a este vértice. En este caso dti apunta en
la misma dirección que vector normal asociado a vi (n

t
i). (b) Vértices vecinos de vi que no

son equidistantes a este vértice. En este caso dti no coincide con nt
i.

• Contracción Geométrica II (Geometry Contraction II )

Un segundo enfoque para la etapa de contracción consiste en calcular en cada iteración el
vector normal nt

i, obteniendo la suma ponderada de las normales incidentes en vi [19],
es decir, las normales de las caras que forman parte de ese vértice. En esta suma
ponderada, el peso de cada normal es proporcional al ángulo que forma la cara con vi
(Figura 4.3).

vi

Figura 4.3: Vector normal asociado a vi. El peso de las normales incidentes a vi es proporcional
al ángulo que forma la cara con este vértice.

El desplazamiento de vi está dado por :
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vt+1
i = w1 v

t
i + w2 d

t
i (4.4)

= w1 v
t
i + w2 n

t
i (4.5)

= w1 v
t
i + w2











∑

t(i,j,k)∈F
αt
i,j,k nt(t(i,j,k))

∑

t(i,j,k)∈F
αt
i,j,k











(4.6)

donde

• nt
i es el vector normal de vi en la iteración t

• t(i,j,k) ∈ F son los triángulos vecinos de vi

• nt(t(i,j,k)) es el vector normal del triángulo t(i,j,k) en la iteración t

• αt
i,j,k es el ángulo que forma t(i,j,k) con vi en la iteración t

• w1 = 1.0

• w2 = 0.001.

A medida que la etapa de contracción avanza, los triángulos y los ángulos de la malla
disminuyen su tamaño. El menor tamaño de los triángulos y los ángulos puede generar
un cambio en la dirección del vector normal en cada iteración de este proceso. Es
por esta razón que se elaboró una tercera alternativa para la etapa de contracción de
vértices.

• Contracción Geométrica III (Geometry Contraction III )

Al recalcular el vector normal durante cada iteración (como se sugiere en el método de
anterior) es posible que se altere la forma de la malla original. Para intentar mantener
la morfoloǵıa de la malla lo más intacta posible, se propuso este método de contracción:

vt+1
i = w1 v

t
i + w2 d

t
i (4.7)

= w1 v
t
i + w2 n

0
i (4.8)

= w1 v
t
i + w2











∑

t(i,j,k)∈F
α0
i,j,k n0(t(i,j,k))

∑

t(i,j,k)∈F
α0
i,j,k











(4.9)

donde

• n0
i : es el vector normal inicial de vi
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• n0(t(i,j,k)): es el vector normal del triángulo t(i,j,k) en la malla original

• α0
i,j,k es el ángulo que forma t(i,j,k) con vi en la malla original

• w1 = 1.0

• w2 = 0.001

Como el proceso de contracción geométrico es iterativo, es importante definir criterios
de detención generales basados en caracteŕısticas propias de las mallas (por ejemplo, un
porcentaje del volumen y/o área de la malla inicial) o un desplazamiento mı́nimo aceptable.

4.1.2. Colapso de la Malla Contráıda (connectivity surgery)

Para convertir la malla contráıda en un grafo 1D se realiza el colapso de la malla. Este pro-
ceso aplica una serie de colapsos de arcos para remover todas las caras2 de la malla contráıda.

El input de esta etapa es una malla contráıda G̃ = (Ṽ , F̃ , Ẽ), con vértices Ṽ , caras F̃
y arcos Ẽ, siendo Ṽ = [ṽ1, ṽ2, ..., ṽn] las posiciones de los vértices. Esta malla tiene apro-
ximadamente volumen cero y visualmente se asemeja a un skeleton 1D. Sin embargo, su
conectividad aún es la de la malla original (superficie 3D).

El principal requerimiento para esta etapa es retener la geometŕıa de malla colapsada
durante el proceso, es decir, mantener suficientes nodos del skeleton para lograr una buena
correspondencia entre éste y la malla original, considerando caracteŕısticas como componen-
tes conexas, ciclos y túneles. Para ello, se introduce una condición de colapso que asegura
mantener el mismo número de loops y túneles de la malla original [2]: si existen tres vértices
adyacentes (i, j, k), pero el triángulo t(i,j,k) no existe, entonces se proh́ıbe el colapso (i→ j).

i

k

j

e(i,j)

Figura 4.4: Condición de colapso de e(i,j). Cuando los vértices (i, j, k) son adyacentes pero
el triángulo t(i,j,k) no existe, se prohibe el colapso (i→ j) [2].

El colapso de la malla es un algoritmo greedy [6] que en cada iteración colapsa el arco
que tiene el costo mı́nimo entre todos los arcos de la malla. Para determinar el costo de cada
arco se dispone de la función

2Las caras de la malla contráıda tienen un área cuyo valor es aproximadamente cero.
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F (i, j) = mı́n







F (i, j) = costo de colapsar el vértice i sobre j

F (j, i) = costo de colapsar el vértice j sobre i
(4.10)

F (i,j ) se compone de dos términos: el costo de la forma (shape cost) y el costo de muestreo
(sampling cost).

1. Costo de forma (Shape cost)

El costo de forma está basado en el método de simplificaciones métricas de error
cuadrático (quadratic error metrics, QEM) [12] que cuantifica la distorsión causada
por el colapso de un arco (midiendo la distancia entre un vértice y sus caras asociadas)
y por ende preserva la geometŕıa de la malla.

El error de un vértice i es la suma de todas las distancias al cuadrado a sus arcos
adyacentes en su forma matricial, es decir,

Fi(p) = pT
∑

e(i,k)∈Ẽ

(KT
i,kKi,k) p = pTQip (4.11)

donde p es la posición del vértice resultante del colapso de e(i,j) en su representación
homogénea (es decir, si el colapso es (i→ j), entonces p es ṽj [2]).

Se define una matriz Ki,j para cada arco e(i,j) en la malla contráıda, tal que el valor
pT (KT

i,jKi,j)p es la distancia al cuadrado desde el punto p a la recta definida por el arco
e(i,j) (los detalles de la demostración se encuentran en el Apéndice D.1).

Ki,j =





0 −az ay −bx
az 0 −ax −by
−ay ax 0 −bz



 (4.12)

donde

a =
e(i,j)

∥

∥e(i,j)
∥

∥

(4.13)

b = a × ṽi (4.14)

Para mantener la geometŕıa de malla contráıda tan inalterada como sea posible, se
define la función de costo Fa(i, j) para determinar el próximo arco a colapsar.

Fa(i, j) = Fi(ṽj) + Fj(ṽj) (4.15)

Fa(i, j) es el costo de colapsar el vértice i sobre el vértice j. Al colapsar e(i,j), los arcos
que previamente incid́ıan sobre el vértice i ahora inciden sobre el vértice j. Además, se
remueven las caras adyacentes a este arco.
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Para terminar, se actualiza la matriz del error del vértice j como:

Qj = Qi +Qj (4.16)

es decir, como se colapsó el arco e(i,j), el error asociado al vértice i ahora se agrega al
error asociado al vértice j.

2. Costo de muestreo (Sampling cost)

Este costo penaliza a los arcos colapsados que generan arcos largos midiendo la suma
de la distancia desde ṽi hasta ṽj en una arista e(i,j). El nuevo término de la función de
costo es el siguiente:

Fb(i, j) =
∥

∥ṽi − ṽj
∥

∥

∑

e(i,k)∈Ẽ

∥

∥ṽi − ṽk
∥

∥ (4.17)

donde Ẽ es el conjunto actual de arcos de la malla.

Finalmente, la función de costo total del colapso de un arco e(i,j) desde ṽi hasta ṽj es la
suma ponderada del costo de forma y el costo de muestreo:

F (i, j) = waFa(i, j) + wbFb(i, j) (4.18)

donde wa = 1.0 y wb = 0.1 para los ejemplos que aparecen en [2].

Al colapsar sucesivamente los arcos, pueden generarse arcos nuevos (Figura 4.5), a la vez
que las caras de la malla son eliminadas hasta que ésta se convierte en una estructura 1D
compuesta sólo por segmentos conectados entre śı y en que cada nodo retiene el historial de
arcos y caras contráıdas de la estructura original.

i j

e(i,j)

(a)

j

(b)

Figura 4.5: Región de la malla antes (a) y después (b) del colapso del arco e(i,j) de menor
costo. Los triángulos incidentes a e(i,j) (en color) se eliminan, pero se retienen los arcos
opuestos a i.

El método de colapso se detiene cuando ya no existen triángulos en la malla , es decir,
cuando ya no hay arcos colapsables y por lo tanto se disponga de un skeleton 1D.
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4.1.3. Evaluación y Corrección del skeleton (embedding refine-

ment)

El proceso iterativo de colapso de la malla puede producir un skeleton que se encuentre
fuera del objeto original, especialmente en las componentes que tienen grandes diferencias de
curvatura. Además, zonas de baja densidad pueden generar nodos no centrados en el skeleton
final. Para mejorar estos errores, se realiza el proceso de evaluación y corrección del skeleton.

Se define el skeleton S = (N, U ), donde N = [n1, n2, ..., nm] son las posiciones de los
m nodos del skeleton y U son los segmentos formados por pares de nodos. El objetivo de
esta etapa es mover cada nodo ni al centro aproximado de su región local Πni

. Esta región
corresponde al conjunto de los vértices de la malla original v ∈ V que durante la etapa
anterior colapsaron en ni (Ecuación (4.19)).

∀ v ∈ V, tq v → ni ∈ N ⇒ v ∈ Πni
(4.19)

El boundary loop [2] bl(ni, nk) corresponde al subconjunto de los vértices v ∈ Πni
que

cumplen la siguiente propiedad: si los vértices vm, vl ∈ V de la malla inicial colapsaron en los
nodos ni, nk ∈ N , respectivamente y se encuentran conectados a través de un arco e(m,l) ∈ E,
entonces vm ∈ bl(ni, nk) (Ecuación (4.20)).

∀ vm, vl ∈ V tq vm ∈ Πni
, vl ∈ Πnk

∧ e(m,l) ∈ E ⇒ vm ∈ bl(ni, nk)
(4.20)

Un ejemplo se observa en la Figura 4.6, donde:

• vértices en rojo: representan los vértices que convergen a ni (región Πni
).

• vértices en verde: representan los vértices que convergen a ni−1 (región Πn−1).

• vértices en azul: representan los vértices que convergen a ni+1 (región Πni+1
).

• vértices rojos con borde negro unidos a los vértices en verde: representan el boundary
loop bl(ni, ni−1).

• vértices rojos con borde negro unidos a los vértices en azul: representan el boundary
loop bl(ni, ni+1).
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ni−1

ni

ni+1

bl(ni, ni−1)

bl(ni, ni+1)

∏

ni

Figura 4.6: Nodo ni y su región local Πni
. Los vértices en rojo representan los vértices que

colapsaron en ni (Πni
). Los vértices en rojo con borde negro unidos a los vértices en verde

representan el boundary loop bl(ni, ni−1). Los vértices en rojo con borde negro unidos a los
vértices en azul representan el boundary loop bl(ni, ni+1).

Para centrar los nodos del skeleton, se introduce un desplazamiento d(bl(ni, ni−1)):

d(bl(ni, nk)) =

∑

vj∈bl(ni,nk)

lj(ṽj − vj)

∑

vj∈bl(ni,nk)

lj
(4.21)

donde ṽj y vj corresponden a la posición final e inicial de los vértices que pertenecen al
boundary loop bl(ni, nk), respectivamente.

lj corresponde a una ponderación al desplazamiento de los vértices vj ∈ bl(ni, nk). Para
definir esta ponderación existen dos alternativas:

• En [2] se propone definir lj como el largo total de dos arcos adyacentes al vértice
vj ∈ bl(ni, nk) (Figura 4.7).
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nivj

vj+1

vj+2

vj+3

vj+4

vj−1

lj

bl(ni, ∗)

Figura 4.7: Definición de lj dada en [2]. Se define lj como el largo total de dos arcos adyacentes
al vértice vj ∈ bl(ni, nk).

Esta definición esta hecha bajo el supuesto que la región Πni
tiene una forma similar a

un ciĺındro. Dado que la forma de Πi depende fuertemente del método de contracción
utilizado en la etapa geometry contraction, no siempre es cierta la aseveración anterior.
Es por esto que se elaboró una segunda alternativa en la definición de lj .

• La alternativa propuesta consiste en definir lj como la distancia euclidiana entre la
posición inicial del vértice vj y la posición del nodo ni (Figura 4.8 (b)).

lj = |vj − ni| (4.22)

nivj

vj+1

vj+2

vj+3

vj+4

vj−1

lj

bl(ni, ∗)

Figura 4.8: Definición de lj propuesta en este trabajo de memoria. Se define lj como la
distancia entre vj y ni.

Luego, con este desplazamiento d(bl(ni, nk)) se procede a centrar los nodos del skeleton
según la clasificación dada en [2] (Figura 4.9) :

• terminal nodes : nodos terminales. Corresponden a los nodos que sólo tienen un seg-
mento incidente.

• non junction nodes : nodos de unión. Corresponden a los nodos que tienen dos segmentos
incidentes.

• junction nodes : nodos de bifurcación. Corresponden a los nodos que tienen más de dos
segmentos incidentes.
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n4

n1

n2

n6

n5

n3

Figura 4.9: Clasificación de los nodos del skeleton definida en [2]. n1, n2, n3 y n6 son terminal
nodes, n4 es junction node y n5 es non junction node.

Cada non junction node es relocalizado según la ecuación :

ni = ni −
d1 + d2

2
(4.23)

donde d1 y d2 son los desplazamientos d mencionados anteriormente para los dos nodos
vecinos de ni.

Dado que los junction nodes presentan varios nodos vecinos, se extiende la ecuación
anterior :

ni = ni −

∑

u(i,j)∈U

d(bl(ni, nj))

n
(4.24)

donde u(i,j) ∈ U son todos los segmentos del skeleton que inciden en ni y n es número de
nodos unidos a ni mediante un segmento u(i,j).

Finalmente, los terminal nodes se centran de la siguiente forma:

ni = ni −

∑

vj∈Πni

(ṽj − vj)

n
(4.25)

donde n es número de nodos de Πni
.

4.2. Diseño de la Aplicación

Para diseñar la aplicación se utilizaron diagramas de clases. Un diagrama de clases en el
Lenguaje Unificado de Modelado (Unified Modeling Language UML3) describe la estructura

3http://www.uml.org/

27



de un sistema mostrando sus clases, atributos y las relaciones entre ellos.

Las relaciones entre las clases definidas en UML que se utilizaron en el diseño de la
aplicación son las siguientes:

• Composición: una clase A está compuesta de una clase B cuando la clase A está com-
puesta de un atributo que corresponde a un objeto de la clase B. Un ejemplo se observa
en la Figura 4.10.

Car Engine

Figura 4.10: Relación de composición en un diagrama de clase. La clase Car está compuesta
de la clase Engine, es decir, atributo que corresponde a un objeto de la clase Engine.

• Herencia: una clase A hereda de una clase B cuando la clase A corresponde a una
especialización (una instancia más espećıfica) de la clase B. Un ejemplo se observa en
la Figura 4.11.

Person

Student

Figura 4.11: Relación de herencia en un diagrama de clase. La clase Student hereda de la
clase Person porque la clase Student corresponde a una especialización de la clase Person.

• Dependencia: una clase A depende de una clase B cuando A utiliza y/o depende de la
clase B en algún momento. Un ejemplo se observa en la Figura 4.12 .

Car Wheel

Figura 4.12: Relación de dependencia en un diagrama de clase. La clase Car depende de la
clase Wheel porque depende de ella en algún momento.

4.2.1. Estructuras de Datos

Las estructuras de datos utilizadas en la implementación son: Mesh, Triangle, Vertex,
Edge, Skeleton, Node y Segment (Figura 4.13)4.

4El detalle de las estructuras de datos asociadas a la malla y al skeleton se encuentra en el Apéndice E,
Figuras 9.60 y 9.61, respectivamente.
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Mesh

Vertex Edge

Triangle

Node Segment

Skeleton

Figura 4.13: Diagrama de clases de las estructuras utilizadas.

A continuación, se presenta una descripción de las estructuras de datos para representar
la malla y el skeleton:

• Mesh: está formada por tres listas: una de vértices, una de arcos y una de triángulos
que la componen.

• Vertex : mantiene una referencia a una estructura llamada OneRing (Apéndice E, Fi-
gura 9.65). OneRing mantiene dos listas que corresponden a los arcos y a los triángulos
incidentes en cada vértice. Además, guarda una lista donde se almacenan sus vértices
colapsados.

• Edge: mantiene referencias a los dos vértices que lo componen, a sus dos triángulos
incidentes y a sus dos vértices opuestos (Figura 4.14).

right

left

(a)

op right

op left

(b)

Figura 4.14: Referencias que mantiene cada arco de la malla. (a) y (b) muestran los triángulos
incidentes y los vértices opuestos, respectivamente.

• Triangle: mantiene referencias a los tres vértices y arcos que lo componen (Figura 4.15).
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op a

op b
op c

(a)

a

b

c

(b)

Figura 4.15: Referencias que mantiene cada triángulo de la malla. (a) y (b) muestran los
arcos y los vértices que lo componen, respectivamente.

• Skeleton: esta formado por dos listas: una de nodos y otra de segmentos que lo compo-
nen.

• Node: esta formado por una lista de los segmentos incidentes en cada nodo. Además,
mantiene una referencia al vértice que lo originó.

• Segment : mantiene referencias a los dos nodos que lo componen y al arco que lo originó.

4.2.2. Aplicación

Con respecto al diseño de la aplicación, el diagrama de clases elaborado se muestra en la Fi-
gura 4.17. La clase principal es SkeletonExtractionFromMeshContraction. Para proporcionar
una interfaz unificada del algoritmo se utilizó el patrón estructural Facade [11] (Figura 4.16).
Los roles que cumplen las clases del paquete principal project (Figura 4.17) de acuerdo a la
definición de [11] son los siguientes:

• SkeletonExtractionFromMeshContraction: Compiler

• ROI3DGROUPOBJETDEFINE (clase del proyecto implementado en SCIAN-Soft):
Scanner, Parser, etc.

Figura 4.16: Patrón de diseño Facade [11].
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Figura 4.17: Diagrama de clases del algoritmo skeleton extraction by mesh contraction.
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En la implementación de la etapa geometry contraction, para desacoplar la interacción
entre el tipo de desplazamiento a utilizar y los criterios de detención se utilizó el patrón
estructural Bridge [11] (Figura 4.18). Los roles que cumplen las clases del paquete geometry
contraction (Figura 4.19) de acuerdo a la definición [11] son los siguientes:

• GeometryContraction: Abstraction

• GeometryContractionI : RefinedAbstraction

• GeometryContractionII : RefinedAbstraction

• GeometryContractionIII : RefinedAbstraction

• Criterion: Implementor

• AreaCriterion: ConcreteImplementor

• DisplacementCriterion: ConcreteImplementor

• VolumeCriterion: ConcreteImplementor

• Displacement : Implementor

• NormalVector : ConcreteImplementor

• AveragePositionOfNeighbors : ConcreteImplementor

Figura 4.18: Patrón de diseño Bridge [11].
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GeometryContraction

GeometryContractionI GeometryContractionIII

Criterion

AreaCriterion DisplacementCriterion

Displacement

NormalVector AveragePositionOfNeighbors

GeometryContractionII

VolumeCriterion

Figura 4.19: Diagrama de clases de la etapa de contracción de la malla (geometry contraction).

ConnectivitySurgery

Collapse

CollapseEdge

CollapseEdgeGeneralCase CollapseEdgeParticularCase

CheckAndFixMesh

Fix

TotalCost

ShapeCostSamplingCost

MatrixUtils

Figura 4.20: Diagrama de clases de la etapa de colapso de aristas (connectivity surgery).

En la implementación de etapa de centrado del skeleton (embedding refinement), para
desacoplar la interacción entre el tipo de desplazamiento a utilizar y el tipo de nodo a centrar
se utilizó el patrón estructural Bridge [11](Figura 4.21). Los roles que cumplen las clases del
paquete embedding refinement de acuerdo a la definición [11] son los siguientes:
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• Center : Abstraction

• CenterJunctionNode: RefinedAbstraction

• CenterNonJunctionNode: RefinedAbstraction

• CenterTerminalNode: RefinedAbstraction

• Displacement : Implementor

• DisplacementI : ConcreteImplementor

• DisplacementII : ConcreteImplementor

EmbeddingRefinement

Center

CenterJunctionNode CenterNonJunctionNode CenterTerminalNode

Displacement

DisplacementI DisplacementII

SortBoundaryLoop

CheckRepresentativeness

RepresentativenessCriterion

Figura 4.21: Diagrama de clases de la etapa de centrado del skeleton (embedding refinement).

El detalle de los diagramas de clases de la etapas geometry contraction, connectivity sur-
gery y embedding refinement se encuentran en el Apéndice E, Figuras 9.62, 9.63, 9.64.
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Caṕıtulo 5

Implementación

En este caṕıtulo se muestran los detalles de implementación de la solución propuesta,
entre los que se encuentran: una descripción de las herramientas utilizadas y los métodos
diseñados para cada una de las etapas de algoritmo de esqueletonización.

5.1. Software Utilizado

Durante la implementación del algoritmo se utilizaron las siguientes herramientas de
software:

• El lenguaje de programación Java1.

• JUnit 4.12 para ejecutar la bateŕıa de pruebas de validación del software.

• Understand 2.63 para obtener las métricas del diseño del software.

• Netbeans 7.14 como entorno de desarrollo de la aplicación.

• Geomview 1.9.45 para la visualización de mallas y skeletons.

• Blender 2.626 para la visualización de mallas y skeletons.

• SCIAN-Soft es el software para tratamiento, análisis y visualización de imágenes cient́ıfi-
cas desarrollado en el SCIAN-lab7.

• IDL 7.0 (Interactive Data Language)8, es el lenguaje en el cual está implementado
SCIAN-Soft, y se utilizó para la visualización final de skeletons resultantes.

1http://www.java.com
2http://www.junit.org/
3http://www.scitools.com/
4http://netbeans.org/
5http://www.geomview.org/
6http://www.blender.org/
7Para más detalles sobre la descripción de SCIAN-Soft, ver el Caṕıtulo 5.3.
8http://www.exelisvis.com/language/en-us/productsservices/idl.aspx
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5.2. Implementación del Algoritmo

5.2.1. Etapa Geometry Contraction

De acuerdo a la descripción dada en la sección 2.2.1, se implementaron tres enfoques para
la etapa de contracción de vértices:

Contracción Geométrica I (Geometry Contraction I )

Este método de contracción desplaza los vértices vi ∈ V hacia el promedio de la posición
de vecinos de vi.

Algorithm 1 Displacement: Average Position of Neighbors

1: procedure GetAverageOfPositionNeighbors(vertex)
2: position := 0
3: for all edge ∈ vertex.oneRing do ⊲ oneRing : neighbors of vertex [13]
4: neighbor ← edge.getNeighbor(vertex)
5: if vertex.index ≡ edge.a.index then
6: position + = neighbor
7: end if
8: end for
9: if vertex.oneRing ≡ empty then return position

10: else return position

vertex.oneRing.size

11: end if
12: end procedure

La principal ventaja de este enfoque radica en el hecho que al contraer un vértice vti es
muy dif́ıcil que vt+1

i atraviese la sección transversal de la zona de la malla que lo contiene (Fi-
gura 5.1). Este hecho emṕırico se basa en que los vecinos de vi se encuentan lo suficientemente
cerca de este vértice para que este error no ocura. Esta es la razón por la cual finalmente
se escogió esta alternativa como método de contracción del algoritmo skeleton extraction by
mesh contraction9 .

vti
nt
ivt+1

i

Figura 5.1: Defecto del método de contracción basado en el vector normal de cada vértice.
Al contraer vti en dirección de su vector normal nt

i, v
t+1
i se posiciona fuera de la malla.

9Como se menciona más adelante, los métodos Geometry Contraction II y Geometry Contraction III no
cumplen con esta carateŕıstica.
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Sin embargo, este enfoque también presenta una carateŕıstica no deseable: las zonas de
la malla que presentan mayor curvatura tienden a ubicarse fuera de la malla original a
medida que ésta se contrae (Figura 5.2). Si la malla presenta muchas zonas curvas, pueden
darse casos más graves donde regiones de la malla contráıda se encuentren fuera de la malla
original (Apéndice A, Figuras 9.3 (a), 9.11 (a) y 9.7 (a)).

Figura 5.2: Malla de superficie contráıda con regiones ubicadas fuera de la malla original. La
malla de superficie fue contráıda hasta alcanzar el 15% del área inicial utilizando el método
Geometry Contraction I.

Esta caracteŕıstica puede considerarse un error desde el punto de vista del algoritmo, pues
en un principio es deseable que la malla contráıda se encuentre completamente dentro de la
malla original y además se espera que este centrada con respecto a ésta. Sin embargo, como
se menciona en el Caṕıtulo 5.2.3, este defecto no impide que se obtengan skeletons correctos,
pues la etapa de centrado (embedding refinement) corrige estos errores.

Contracción Geométrica II (Geometry Contraction II )

Este método se implementó con el objetivo de poder contraer los vértices vi ∈ V de la
malla en dirección de su vector normal ni. Como se mencionó en el Caṕıtulo 4.2.1, el cálculo
de este vector se obtuvo usando las normales de los triángulos incidentes a vi, donde cada
normal tiene una ponderación igual al ángulo que forman con este vértice (Algoritmo 2).
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Algorithm 2 Displacement: Normal Vector

1: procedure GetNormalVector(vertex)
2: position := 0
3: totalAngle := 0
4: for all triangle ∈ vertex.oneRing do
5: normal ← computeNormal(triangle)
6: angle← triangle.getAngle(vertex)
7: totalAngle + = angle
8: position + = normal · angle
9: end for

10: position = position

totalAngle

11: return position

||position||

12: end procedure

13: function computeNormal(triangle)
14: vector1 ← (triangle.c.position− triangle.a.position)
15: vector2 ← (triangle.b.position− triangle.a.position)
16: return vector1 × vector2

||vector1 × vector2||

17: end function

El resultado del proceso de contracción recalculando el vector normal en cada iteración
presenta buenos resultados cuando las mallas de entrada son regulares (Figura 5.3).

(a) (b)

Figura 5.3: Malla donuts contráıda utilizando el método Geometry Contraction II. La malla
fue contráıda hasta alcanzar el 15% del área de superficie inicial.

Sin embargo, este método no está exento de problemas. Al contraer vi en dirección de su
vector normal, es frecuente que su posición final atraviese la sección transversal donde se ubica
(Figura 5.1). Como consecuencia, el volumen y el área de la malla aumente progresivamente
a medida que avanza el proceso de contracción (Figura 5.4).
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(a) (b)

Figura 5.4: Malla de superficie frog inicial (a) y contráıda utilizando el método Geometry
Contraction II después de 50 iteraciones (b).

Contracción Geométrica III (Geometry Contraction III )

El método anterior (Geometry Contraction II ), contrae todos lo vértices de la malla cal-
culando su vector normal en cada iteración y los desplaza en esta dirección. A medida que
avance este proceso, la posición de los triángulos de la malla cambiará, provocando que las
normales incidentes a vi varien. Es por esto que se elaboró un método donde los vértices se
desplazan en dirección de su vector normal inicial (Caṕıtulo 4.2.1).

Al igual que en el método anterior, los resultados de esta estrategia de contracción son
correctos cuando las mallas de entrada son regulares (Figura 5.5), pero es frecuente que los
vértice vti atraviesen su respectiva sección transversal al contraerlos en dirección de su vector
normal.

(a) (b)

Figura 5.5: Malla donuts contráıda utilizando el método Geometry Contraction III. La malla
fue contráıda hasta alcanzar el 15% del área de superficie inicial.

Criterios de Detención

Como se mencionó en el Caṕıtulo 4.2.1, dado que el proceso de contracción geométrico es
iterativo, es importante definir criterios de detención generalizables a todas las mallas. Bajo
esta premisa, se implementaron dos criterios de detención:
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1. Criterio de detención basado en caracteŕısticas de la malla

Dos caracteŕısticas propias de las mallas a considerar para el criterio de detención de la
etapa de contracción son el volumen y el área; por simplicidad, se optó por la última.
Para definir el umbral correcto, se estudió el decaimiento del área a partir de mallas
de superficie de distinta complejidad y tamaño10. Como se observa en la Figura 5.6,
esta función tiene un decaimiento expotencial, alcanzando rápidamente una pendiente
cercana a cero.
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Figura 5.6: Decaimiento porcentual del área de las mallas biológicas durante la etapa de con-
tracción (geometry contraction). Las mallas fueron contráıdas utilizando el método escogido
(GeometryContractionI ).

Dado este criterio, el objetivo de la etapa de contracción es obtener mallas contráıdas
con el menor área posible, siempre que se ubiquen dentro de la malla original. Para
verificar que las mallas contráıdas se encuentren completamente dentro de la malla
original, se generaron las mallas contráıdas de las mallas biológicas hasta alcanzar el
10%, 15% y 20% del área de superficie inicial (Figuras 5.7, 5.8, 5.9, 5.10, 5.11, 5.12,
5.13, 5.14, 5.15, 5.16, 5.17 y 5.18).

10Se trabajaron con mallas de interés biológico y con mallas generadas artificialmente. Las estad́ısticas y
los resultados obtenidos con las mallas de fantaśıa se encuentran en el Apéndice B.3.

40



(a) (b)

Figura 5.7: (a) Malla de superficie de ret́ıculo contráıda hasta alcanzar el 10% del área de
superficie inicial. Esta malla fue contráıda utilizando el método escogido (GeometryContrac-
tionI ). (b) Zoom de la zona enmarcada en (a).

(a) (b)

Figura 5.8: (a) Malla de superficie de ret́ıculo contráıda hasta alcanzar el 15% del área de
superficie inicial. Esta malla fue contráıda utilizando el método escogido (GeometryContrac-
tionI ). (b) Zoom de la zona enmarcada en (a).

(a) (b)

Figura 5.9: (a) Malla de superficie de ret́ıculo contráıda hasta alcanzar el 20% del área de
superficie inicial. Esta malla fue contráıda utilizando el método escogido (GeometryContrac-
tionI ). (b) Zoom de la zona enmarcada en (a).
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(a) (b)

Figura 5.10: (a) Malla de superficie de la neurona contráıda hasta alcanzar el 10% del área
de superficie inicial. Esta malla fue contráıda utilizando el método escogido (GeometryCon-
tractionI ). (b) Zoom de la zona enmarcada en (a).

(a) (b)

Figura 5.11: Malla de superficie de la neurona contráıda hasta alcanzar el 15% del área de
superficie inicial. Esta malla fue contráıda utilizando el método escogido (GeometryContrac-
tionI ). (b) Zoom de la zona enmarcada en (a).

(a) (b)

Figura 5.12: Malla de superficie de la neurona contráıda hasta alcanzar el 20% del área de
superficie inicial. Esta malla fue contráıda utilizando el método escogido (GeometryContrac-
tionI ). (b) Zoom de la zona enmarcada en (a).
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Figura 5.13: Malla de superficie de la cresta neural contráıda hasta alcanzar el 10% del área
de superficie inicial. Esta malla fue contráıda utilizando el método escogido (GeometryCon-
tractionI ).

Figura 5.14: Malla de superficie de la cresta neural contráıda hasta alcanzar el 15% del área
de superficie inicial. Esta malla fue contráıda utilizando el método escogido (GeometryCon-
tractionI ).

Figura 5.15: Malla de superficie de la cresta neural contráıda hasta alcanzar el 20% del área
de superficie inicial. Esta malla fue contráıda utilizando el método escogido (GeometryCon-
tractionI ).
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(a) (b)

Figura 5.16: (a) Malla de superficie de ret́ıculo contráıda hasta alcanzar el 10% del área de
superficie inicial. Esta malla fue contráıda utilizando el método escogido (GeometryContrac-
tionI ). (b) Zoom de la zona enmarcada en (a).

(a) (b)

Figura 5.17: (a) Malla de superficie de ret́ıculo contráıda hasta alcanzar el 15% del área de
superficie inicial. Esta malla fue contráıda utilizando el método escogido (GeometryContrac-
tionI ). (b) Zoom de la zona enmarcada en (a).

(a) (b)

Figura 5.18: (a) Malla de superficie de ret́ıculo contráıda hasta alcanzar el 20% del área de
superficie inicial. Esta malla fue contráıda utilizando el método escogido (GeometryContrac-
tionI ). (b) Zoom de la zona enmarcada en (a).
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En las mallas contráıdas hasta alcanzar el 10% del área de superficie inicial (Figuras 5.7,
5.10 , 5.13 y 5.16), se observa que existen regiones que se ubican completamente fuera
de la malla original. Ejemplos de esto se encuentran en las malla de superficies de: la
región de ret́ıculo, la neurona y el ret́ıculo (Figuras 5.7, 5.10 y 5.16, respectivamente).
En el caso de la malla de superficie de la cresta neural (Figura 5.13) es altamente fre-
cuente encontrar regiones ubicadas completamente fuera de la malla original.

Por otro lado, en las mallas contráıdas hasta alcanzar el 20% del área de superficie
inicial (Figuras 5.9, 5.12, 5.15 y 5.18), se observa que éstas no se encuentran suficien-
temente contráıdas a pesar que es poco frecuente encontrar regiones ubicadas fueras de
la malla inicial. En el caso de las mallas de superficie de: la región de ret́ıculo, la neurona
y el ret́ıculo (Figuras 5.9, 5.12 y 5.18, respectivamente) se observa que las zonas de la
malla contráıda ubicadas fuera de la malla original son casos aislados, sin embargo, el
área de mallas contráıdas no ha disminuido lo suficiente. En el caso de la malla de la
cresta neural (Figura 5.15) se observa que a pesar que el área de superficie puede con-
tinuar decreciendo, la frecuencia de las zonas ubicadas fuera de la malla original es alta.

En las mallas contráıdas hasta alcanzar el 15% del área de superficie inicial (Figu-
ras 5.8, 5.11, 5.14 y 5.17) se observa que existen regiones que se ubican fuera de las
mallas iniciales (produciendo resultados topológicamente incorrectos), sin embargo, es-
to ocurre con menor frecuencia que en las mallas contráıdas hasta alcanzar el 10% del
área inicial. En el caso de las mallas de superficie de la región de ret́ıculo, la neurona y
el ret́ıculo (Figuras 5.8, 5.11 y 5.17, respectivamente) se obtienen resultados aceptables
donde es poco frecuente encontrar zonas de la malla contráıda fuera de la malla original.
En el caso de la malla de superficie de la cresta neural (Figura 5.14) no se obtienen
buenos resultados en la etapa de contracción, pues existen numerosas zonas ubicadas
completamente fuera de la malla inicial.

Dado estos resultados, se fijó el umbral como el 15% del área de superficie inicial. Es
importante señalar que aunque algunas zonas de la malla contráıda queden ubicadas
fuera de la malla original, este defecto no impide que se obtengan skeletons correctos
y aproximadamente centrados respecto a la malla inicial, pues la etapa de centrado
(embedding refinement) corrige estos errores.
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Algorithm 3 Area Criterion: halt criterion for Geometry Contraction

1: procedure IsTrue(mesh)
2: threshold← percentage · mesh.initialArea ⊲ threshold ≡ % area
3: current area← mesh.computeArea()
4: if current area ≥ threshold then return true
5: else return false
6: end if
7: end procedure

8: function computeArea

9: area := 0
10: for all triangle ∈ mesh do
11: area + = triangle.computeArea()
12: end for
13: return area
14: end function

15: function computeArea

16: a← triangle.a
17: b← triangle.b
18: c← triangle.c
19: s1 := (a.x (b.y − c.y))− (b.x (a.y − c.y)) + (c.x (a.y − b.y))
20: s2 := (a.y (b.z − c.z))− (b.y (a.z − c.z)) + (c.y (a.z − b.z))
21: s3 := (a.z (b.x− c.x))− (b.z (a.x− c.x)) + (c.z (a.x− b.x))

22: return

√
s21+s22+s23

2

23: end function

2. Criterio de detención basado en el desplazamiento de los vértices

Durante el proceso de contracción es frecuente que el desplazamiento promedio de
los vértices de la malla disminuya a medida que el proceso avanza. Para evitar que
la etapa de contracción continue cuando los desplazamientos son cercanos a cero, se
implementó este criterio de detención. En la Figura 5.19 se observa el decaimiento del
desplazamiento promedio de las mallas de interes a lo largo de la etapa de contracción
hasta alcanzar el umbral absoluto 0.00111.

11El gráficos del desplazamiento de las mallas generadas artificialmente, se encuentran en el Apéndice B.4,
Figura 9.53
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Figura 5.19: Promedio del desplazamiento de los vértices de las mallas biológicas durante
la etapa de contracción (geometry contraction). Para contraer la malla se utilizó el método
escogido (GeometryContractionI ) hasta que el promedio de desplazamiento alcanzó el umbral
0.001.

En el gráfico de la Figura 5.19 se observa que todas las mallas de superficie alcanzan el
umbral absoluto 0.001. Por otro lado, se observa que en las mallas biológicas, el proceso
de contracción se detiene por el criterio anterior (alcanzar el 15% de área de super-
ficie inicial), pues el número de iteraciones utilizando ese criterio es menor (Cuadro 5.1).

Malla N◦ de iteraciones en la etapa de contracción

Criterio de detención Criterio de detención
basado en % de área basado en desplazamiento
de superficie inicial promedio de los vértices

región de ret́ıculo 100 13800
neurona 300 30500
cresta neural 5500 12000
ret́ıculo 3300 6300

Cuadro 5.1: Comparación entre el número de iteraciones en la etapa de contracción al utilizar
dos criterios de detención distintos. El primer criterio está basado en alcanzar el 15% de área
de superficie inicial y el segundo está basado en alcanzar un desplazamiento promedio mı́nimo
de los vértices de la malla igual a 0.001.

Como se señalo anteriormente, este criterio fue diseñado para evitar que las mallas
continuen en la etapa de contracción cuando los desplazamientos son cercanos a cero.
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Luego, el criterio de detención principal es el que basado en alcanzar el 15% de área
de superficie inicial y este criterio se considera secundario.

Figura 5.20: Malla de superficie de la región de ret́ıculo contráıda utilizando como criterio de
detención el promedio de desplazamiento de los vértices. Para contraer la malla se utilizó el
método escogido (GeometryContractionI ) hasta que el promedio de desplazamiento alcanzó el
umbral 0.001.

Figura 5.21: Malla de superficie del neurona contráıda utilizando como criterio de detención
el promedio de desplazamiento de los vértices. Para contraer la malla se utilizó el método
escogido (GeometryContractionI ) hasta que el promedio de desplazamiento alcanzó el umbral
0.001.
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Figura 5.22: Malla de superficie de la cresta neural contráıda utilizando como criterio de
detención el promedio de desplazamiento de los vértices. Para contraer la malla se utilizó el
método escogido (GeometryContractionI ) hasta que el promedio de desplazamiento alcanzó el
umbral 0.001.

Figura 5.23: Malla de superficie del ret́ıculo contráıda utilizando como criterio de detención
el promedio de desplazamiento de los vértices. Para contraer la malla se utilizó el método
escogido (GeometryContractionI ) hasta que el promedio de desplazamiento alcanzó el umbral
0.001.

En Figuras 5.20, 5.21, 5.21, 5.22 y 5.23 se observa que las mallas biológicas contráıdas
hasta alcanzar un desplazamiento igual a 0.001 poseen un volumen cercano a cero, pero
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se encuentran completamente fuera de la malla. Como se mencionó antes, las mallas
de se detienen por el criterio anterior, pues este criterio sólo va a funcionar en el caso
particular descrito antes.

Algorithm 4 Displacement Criterion: halt criterion for Geometry Contraction

1: procedure IsTrue(mesh)
2: d← mesh.getAverageDisplacement()
3: if d ≤ threshold then return false
4: else return true
5: end if
6: end procedure

7: function getAverageDisplacement

8: d := 0
9: for all vertex ∈ mesh do

10: d + = vertex.displacement
11: end for
12: return d

mesh.vertices.size

13: end function

Algoritmo

Luego de definir estos criterios de detención para el proceso de contracción, los tres méto-
dos implementados para esta etapa son los siguientes:

Algorithm 5 Geometry Contraction I

1: procedure GeometryContractionI(mesh, halt criterion, displacement criterion)
2: w1 := 0.5
3: w2 := 0.5
4: while halt criterion.IsTrue(mesh) do
5: for all vertex ∈ mesh do
6: vector ← GetAverageOfPositionNeighbors(vertex)
7: position1 ← vertex.position
8: vertex.position := w1 · vertex.position + w2 · vector.position
9: position2 ← vertex.position

10: vertex.displacement := |position1 − position2| ⊲ displacement of vertex
11: end for
12: if displacement criterion.IsTrue(mesh) then
13: break
14: end if
15: end while
16: return mesh
17: end procedure
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Algorithm 6 Geometry Contraction II

1: procedure GeometryContractionII(mesh, halt criterion, displacement criterion)
2: w1 := 1.0
3: w2 := 0.001
4: while halt criterion.IsTrue(mesh) do
5: for all vertex ∈ mesh do
6: normal ← GetNormalVector(vertex)
7: position1 ← vertex.position
8: vertex.position := vertex.position · w1 + normal.position · w2
9: position2 ← vertex.position

10: vertex.displacement := |position1 − position2| ⊲ displacement of vertex
11: end for
12: if displacement criterion.IsTrue(mesh) then
13: break
14: end if
15: end while
16: return mesh
17: end procedure

Algorithm 7 Geometry Contraction III

1: procedureGeometryContractionIII(mesh, halt criterion, displacement criterion)
2: w1 := 1.0
3: w2 := 0.01
4: for all vertex ∈ mesh do
5: normal ← GetNormalVector(vertex)
6: vertex.normalV ector := normal
7: end for
8: while halt criterion.IsTrue(mesh) do
9: for all vertex ∈ mesh do

10: normal ← vertex.normalV ector
11: position1 ← vertex.position
12: vertex.position := vertex.position · w1 + normal.position · w2
13: position2 ← vertex.position
14: vertex.displacement := |position1 − position2| ⊲ displacement of vertex
15: end for
16: if displacement criterion.IsTrue(mesh) then
17: break
18: end if
19: end while
20: return mesh
21: end procedure
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Complejidad de la Etapa de Contracción

Como se ya mencionó, el método escogido es Geometry Contraction III. En este método,
calcular el promedio de la posición de los vecinos es O(ni) donde ni es el número de vérti-
ces vecinos de cada vértice. Luego, el número de operaciones de la etapa de contracción es
O(nni), donde n es el número de vértices de la malla.

5.2.2. Etapa Connectivity Surgery

Esta etapa consiste en el colapso de los arcos de la malla, escogiendo el arco que tiene
el menor costo de acuerdo a una determinada función (Ecuación (4.10)), siempre que dicho
arco cumpla con una condición de colapso que asegure mantener la forma y toploǵıa de la
malla original. Este etapa finaliza cuando no existen triángulos en la malla.

Condición de Colapso

Luego del cálculo de la función de costo para cada arco, éstos se introducen en una cola de
prioridad. Esta estructura permite ordenar los arcos de menor a mayor costo. A continuación,
se extrae un arco de la cola de prioridad y se verifica si cumple la condición de colapso que
garantice preservar la topoloǵıa de la malla.

De acuerdo al Caṕıtulo 4.2.2, la condición de colapso de arcos dada en [2] es la siguiente:
si existen tres vértices adyacentes (i, j, k), pero el triángulo t(i,j,k) no existe, entonces se
prohibe el colapso (i → j) (Figura 4.4). En la implementación realizada, esta condición se
interpretó de la siguiente forma : si alguno de los dos triángulos incidentes en el arco e(i,j) es
nulo, entonces se prohibe el colapso (i→ j). El análisis de esta implementación se encuentra
en el Caṕıtulo 7.3.1.

Colapso de los Arcos

El proceso de colapso de arcos se implementó con el siguiente flujo de ejecución:

1. actualizar los arcos de los triángulos incidentes en el vértice i.

2. actualizar referencias a los nuevos arcos.

3. actualizar el vértice i en sus triángulos incidentes.

4. remover el arco e(i,j), el vértice i, sus triángulos incidentes y sus arcos asociados.

5. asociar a j los triángulos y arcos incidentes de i.

6. centrar el vértice resultante, es decir, ubicar j en el punto medio de e(i,j)
12.

12Centrar la posición de j corresponde a un colapso de medio arco [2].
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Figura 5.24: Diagrama de actividades del colapso de un arco.
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Figura 5.25: Etapas 1 (a) y 2 (b) del colapso del arco e(i,j). En (a) se actualizan los arcos de
los triángulos incidentes en i y en (b) se actualizan los nuevos arcos.

i j
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i j
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Figura 5.26: Etapas 3 (a) y 4 (b) del colapso del arco e(i,j). En (a) se actualiza el vértice i en
sus triángulos incidentes y en (b) se remueven e(i,j), i, sus triángulos incidentes y los arcos
que están asociados a ellos

j

(a) etapa 5

j

(b) etapa 6

Figura 5.27: Etapas 5 (a) y 6 (b) del colapso del arco e(i,j). En (a) se asocian a j los triángulos
y arcos incidentes de i y en (b) se centra el vértice resultante.
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A medida que avanza la etapa de colapso, la implementación debe soportar distintas
configuraciones de los arcos a colapsar (Apéndice A, Figuras 9.23, 9.24, 9.25 , 9.26, 9.27,
9.28, 9.29 y 9.30). Una de ellas ocurre cuando e(i,j) tiene más de dos triángulos incidentes
(Apéndice A, Figuras 9.31 y 9.32).

Para ello, se implementaron dos tipos de colapso: el caso general (que ocurre cuando e(i,j)
tiene dos triángulos incidentes) y un caso particular que ocurre cuando e(i,j) tiene más de
dos triángulos incidentes. En el primer caso, se trabaja directamente con los triángulos inci-
dentes que cada arco almacena en su estructura de datos, mientras que en el segundo caso,
se trabaja con una lista que almacena los triángulos incidentes al arco correspondiente. Para
crear esta lista, previamente se revisan todos los triángulos vecinos del vértice i, y si alguno
de ellos contiene e(i,j), entonces se añade a la lista.

Previo al colapso del arco e(i,j), se realiza el conteo del número de triángulos incidentes.
Para ello, se revisa en los triángulos vecinos de i si e(i,j) pertenece a ellos. Dependiendo del
caso, el arco se colapsa en la clase CollapseEdgeGeneralCase o CollapseEdgeParticularCase
(Figura 5.28).

En rigor, todos los arcos pueden ser colapsados utilizando la clase CollapseEdgeParticu-
larCase, pero el tiempo de procesamiento es mayor cuando se revisa la lista de triángulos
incidentes que cuando se accede directamente a ellos a través de variables de instancia.
Además, emṕıricamente, son muy poco frecuentes las ocasiones donde los arcos tienen más
de dos triángulos incidentes.

Collapse Edge General Case Collapse Edge Particular Case

get number of incident
triangles to the edge

Collapse Edge General Case Collapse Edge Particular Case

incident triangles to the edge > 2

incident triangles to the edge = 2

Figura 5.28: Diagrama de actividades del colapso de un arco e(i,j).
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Con estos antecedentes, el flujo de ejecución de la primera implementación de esta etapa
es el siguiente:

compute cost of each edge

get priority queue

edge = priorityQueue.poll()

check collapse
 condition of edge

Collapse Edge

update cost for remaining
 vertex from collapsed edge

there is at least one triangle in the mesh

there are no triangles in the mesh

priority queue is not empty

priority queue is empty

collapse condition = true

collapse condition = false

Figura 5.29: Diagrama de actividades de la primera implementación de la etapa de colapso
de arcos (connectivity surgery).
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Revisión y Corrección de la Malla

Luego del colapso (i → j), se detectaron casos de triángulos y arcos duplicados en una
vecindad del vértice j (Figura 5.30). Para corregir esto, se introdujo una subetapa de revisión
y corrección de la malla (check and fix mesh).

v1

v2

v3 v4

v5

v6

v7

v8

e1 e2

e3

e5 e7e9

e10

e11

e12

e13

e14

e15

e16

t1 t3

t5

t6

t7

t8

(a)

v1

v2

v3 v4

v5

v6

v7

v8

e1 e2

e4

e6 e8e9

e10

e11

e12

e13

e14

e15

e16

t2 t4

t5

t6

t7

t8

(b)

Figura 5.30: Región de malla donde hay triángulos y aristas iguales. Los pares de triángulos
en verde: (t1, t2) y (t3, t4) son iguales. Lo mismo sucede con los pares de arcos en rojo: (e3,e4),
(e5, e6) y (e7, e8).

Como se mencionó anteriormente, en esta etapa se realiza una revisión de una vecindad
del vértice para evitar triángulos y arcos duplicados en la malla. La vecindad de j escogida
corresponde al three-ring [13] de este vértice y considera a todos los arcos y triángulos que
se encuentran a (máximo) tres arcos de distancia desde j. Las verificaciones realizadas son
las siguientes:

1. Revisar y corregir triángulos:

a) se revisan las referencias a los triángulos incidentes de cada arco

b) se revisa si existen dos triángulos iguales. Si esto sucede, se elimina el triángulo
excedente. Por cada par de triángulos duplicados (t1, t2) el triángulo excedente
corresponde a t2.

2. Revisar y corregir arcos:

a) se revisan las referencias a los triángulos incidentes de cada arco

b) se revisa si existen dos arcos iguales. Si esto sucede, se elimina el arco excedente.
Por cada par de arcos duplicados (e1, e2) el arco excedente corresponde a e2.

Luego de incorporar la revisión y corrección de la vecindad del vértice j, el flujo de
ejecución de esta etapa quedó de la siguiente forma:
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compute cost of each edge

get priority queue

edge = priorityQueue.poll()

check collapse
 condition of edge

Collapse Edge

update cost for remaining
 vertex from collapsed edge

check and fix mesh

there is at least one triangle in the mesh

there are no triangles in the mesh

priority queue is not empty

priority queue is empty

collapse condition = true

collapse condition = false

Figura 5.31: Diagrama de actividades de la segunda implementación de la etapa de colapso
de arcos (connectivity surgery).
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Eliminación de triángulos residuales

Al realizar el proceso de colapso de arcos según el diagrama de actividades de la Fi-
gura 5.31, es frecuente que la salida de esta etapa (skeleton no centrado) presente algunos
triángulos residuales. Esto ocurre porque los arcos que forman estos triángulos sólo tienen un
triángulo incidente, en consecuencia, no cumplen la condición de colapso. Cuando ninguno de
los arcos del skeleton cumplen la condición de colapso, la cola de prioridad que los almacena
queda vaćıa y el proceso termina (Figura 5.31).

La función que calcula el costo de los arcos mantiene una cola de prioridad que maneja
los arcos a colapsar. Para eliminar estos triángulos, se agregó un método que escoge los arcos
a colapsar. En el caso general (colapsar arcos utilizando la condición de colapso), se utilizan
todos los arcos de la malla. En el caso de que ya no queden arcos que cumplan la condición
de colapso y aún existan triángulos en la malla, se elimina esta condición y en la cola de
prioridad sólo se introducen los arcos pertenecientes a estos triángulos.

Algorithm 8 GetPriorityQueueEdges

1: function GetPriorityQueueEdges(mesh, use condition)
2: edges = null
3: if use condition ≡ true then
4: edges← mesh.edges
5: else
6: edges = list()
7: for all triangle ∈ mesh do
8: for all edge ∈ triangle do
9: if edge /∈ edges then

10: edges.add(edge)
11: end if
12: end for
13: end for
14: end if
15: return edges
16: end function

Al introducir los arcos de los triángulos residuales a la cola de prioridad, se procede a
colapsar arcos del mismo modo que en el caso anterior, es decir, se colapsa el arco de menor
costo hasta que no existan triángulos en el skeleton (Figura 5.32).
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(a) (b)

Figura 5.32: Skeleton no centrado de la malla de superficie elk antes (a) y después (b) de
eliminar los triángulos residuales.

Costo de los Arcos

El costo de cada arco está compuesto por dos términos (Ecuación (4.18)): el costo de
forma (shape cost, Ecuación (4.11)) y el costo de muestreo (sampling cost, Ecuación (4.17)).

El comportamiento de ambas funciones para las mallas biológicas son los siguientes13:
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Figura 5.33: Promedio de las funciones de costo de la malla de superficie de la región de ret́ıcu-
lo durante la etapa de colapso de aristas (connectivity surgery). Las definiciones de shape cost
(Fa) y sampling cost (Fb) se encuentran en las Ecuaciones (4.11) y (4.17), respectivamente.

13Los gráficos del comportamiento de los dos términos de la función de costo para las mallas generadas
artificialmente se encuentran en el Apéndice B.5.
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Figura 5.34: Promedio de las funciones de costo de la malla de superficie de la neurona
durante la etapa de colapso de aristas (connectivity surgery). Las definiciones de shape cost
(Fa) y sampling cost (Fb) se encuentran en las Ecuaciones (4.11) y (4.17), respectivamente.
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Figura 5.35: Promedio de las funciones de costo de la malla de superficie de la cresta neural
durante la etapa de colapso de aristas (connectivity surgery). Las definiciones de shape cost
(Fa) y sampling cost (Fb) se encuentran en las Ecuaciones (4.11) y (4.17), respectivamente.
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Figura 5.36: Promedio de las funciones de costo de la malla de superficie del ret́ıculo durante
la etapa de colapso de aristas (connectivity surgery). Las definiciones de shape cost (Fa) y
sampling cost (Fb) se encuentran en las Ecuaciones (4.11) y (4.17), respectivamente.

En los gráficos se observa que al principio de la etapa, ambos costos son similares (siendo
el costo de muestreo (Fb) levemente superior) hasta que el costo de la forma (Fa) adquiere
mayor relevancia superando ampliamente al costo del muestreo. Esto significa que al comien-
zo de la etapa no es importante que arco se colapsa, pues todos tienen un costo similar, en
cambio, al finalizar esta etapa, śı es importante que arco se escoge para colapsar, pues el
costo va a depender directamente de número de bifurcaciones que tengan los vértices que lo
definen14.

Además, en todos gráficos se observa que desde el comienzo de la etapa de colapso de arcos
hasta el penúltimo tramo de ésta ambas funciones son estrictamente crecientes. Sin embargo,
en el último tramo de la etapa de colapso de arcos (cuando la estructura que inicialmente
era una malla de superficie ahora tiene aspecto de skeleton, salvo algunos triángulos que
faltan por remover) se producen cambios de gran magnitud en las funciones de costo. Un
ejemplo de esto se observa en el gráfico de las funciones de costo de la malla de la neurona
(Figura 5.34). En este gráfico se aprecia que la función es estrictamente creciente, alcanzando
un máximo local cuando ha transcurrido el 99.5% de la etapa de colapso; luego la función
decrece abruptamente hasta llegar a un mı́nimo local y finalmente continua aumentando
hasta el término del proceso.

14Los detalles en la definición del costo de la forma se encuentran en la Ecuación (4.11).
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(a) (b)

Figura 5.37: Zonas de la malla de superficie de la neurona cuando ocurren cambios impor-
tantes en el comportamiento de las funciones de costo durante la etapa de colapso de arcos.
(a) Zona de la malla cuando las funciones de costo alcanzan un máximo local (99.5% de
procesamiento). (b) Zona de la malla inmediatamente después del colapso del arco en negro
de (a) (cuando las funciones de costo decaen abruptamente).

En la Figura 5.37 se observa que el arco negro es el último arco almacenado en la cola de
prioridad que cumple la condición de colapso (poseer dos triángulos incidentes). Después de
colapsar este arco hay un cambio en la condición de colapso (ver sección Eliminar triángulos
residuales, Caṕıtulo 5.2.2), lo que disminuye drásticamente el costo de los arcos restantes.

Validaciones realizadas

En esta etapa de colapso de aristas se realizan operaciones delicadas y complejas en los
elementos de la malla. Para asegurar la correctitud en las referencias en cada una de las fases
de este algoritmo se realizaron pruebas unitarias que validan los distintos escenarios posibles.
Algunas de las caracteŕısticas que garantizan estas pruebas son las siguientes:

1. Si las mallas de entrada del algoritmo son conformes, entonces, la salida de esta etapa
es un skeleton (posiblemente no centrado) que no contiene triángulos.

2. No existen nodos ni segmentos duplicados en el skeleton resultante.

3. Si Ṽi = [ṽ1, ṽ2, ..., ṽk] son los vértices de la malla que fueron colapsados al nodo ni ∈ N
del skeleton, entonces se cumple:

Ṽi ∩ Ṽj = ∅ ∀ ni, nj ∈ N (5.1)
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Algoritmo

Finalmente, la etapa de colapso de arcos queda definida según el siguiente algoritmo:

Algorithm 9 Connectivity Surgery

1: procedure execute(mesh)
2: use condition := true
3: while triangles ∈ mesh ≥ 0 do
4: cost← computeCost(mesh, use condition)
5: priority queue← cost.priorityQueue
6: while priority queue 6= empty do
7: edge← priority queue.poll()
8: collapse condition := true
9: if use condition then

10: collapse condition := edge.left 6= null ∧ edge.right 6= null
11: end if
12: if collapse condition then
13: i := edge.i
14: j := edge.j
15: collapse(edge,mesh)
16: CheckAndFix(j,mesh)
17: j.q := j.q + i.q ⊲ update cost of vertex j
18: break
19: end if
20: end while
21: if priority queue ≡ empty then
22: use condition := false
23: end if
24: end while
25: return mesh
26: end procedure

Complejidad de la Etapa de Colapso

En términos del tiempo de procesamiento, la implementación se encuentra dominada por
la etapa de colapso de arcos (connectivity surgery).

El costo de calcular el shape cost es O(m1), donde m1 es el número de arcos que inciden
en cada vértice. El costo de calcular el sampling cost también es O(m1). Luego, calcular el
costo de todos los arcos es O(mm1), donde m es el número de arcos de la malla.

El costo de colapsar (i → j) es O(mi), donde mi es el número de arcos incidentes en el
vértice i.

La operación que más pesa en esta etapa es la revisión y corrección de la vecindad j, que
es O(m1m

2
3) donde m3 es el número de nodos en la vecindad del vértice j 15.

15La vecindad el vértice j corresponde al three-ring [13] de este vértice. Esto corresponde a todos los arcos
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Luego, el costo de la etapa de colapso es O(m1m
2
3log(r)), donde r es el número de triángu-

los de la malla.

Considerando que las mallas de entradas son conformes, entonces ellas cumplen la ecuación
caracteŕıstica de Euler para mallas de superficies orientables [20]:

V − E + F = 2(1− genus)

donde el genus o género de una malla es el número de túneles que presenta.

Luego se tiene que :

n = c1 m = c2 r

donde c1 y c2 son constantes, y n, m y r corresponden al número de vértices, arcos y
triángulos de la malla, respectivamente.

Con esto, se tiene que el costo de la etapa de colapso de arcos es O(n1n
2
3log(n)).

5.2.3. Etapa Embedding Refinement

La salida de la etapa anterior corresponde a un skeleton que posiblemente se encuentre
fuera del objeto original. Además, cada nodo del skeleton guarda el historial de los vértices
de la malla original que colapsaron en él.

Representatividad de los nodos del skeleton

El skeleton generado en la etapa de colapso de arcos muchas veces contiene ruido que es
inherente al algortimo [2]. Este ruido consiste en nodos terminales que no representan ninguna
región de la malla original. Para eliminarlo, se implementó una etapa previa de limpieza del
skeleton que mediante un criterio de representatividad, elimina los nodos del skeleton que
contienen menos de 3 vértices colapsados.

Algorithm 10 Representativeness Criterion

1: procedure CheckRepresentativeness(skeleton)
2: for all node ∈ skeleton do
3: if node ≡ terminal node ∧ node.collapsed vertices < 3 then
4: skeleton.remove(node)
5: end if
6: end for
7: end procedure

y triángulos que se encuentran a (máximo) tres arcos de distancia desde j.
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Este filtro genera un skeleton más ’limpio’y más ’cercanoá la geometŕıa original de la
malla (Figura 5.38). El resultado de esta operación se utiliza como el input de la etapa de
centrado del skeleton (embedding refinement).

(a) (b)

Figura 5.38: Skeleton no centrado la malla de superficie elk antes (a) y después (b) de
incorporar el criterio de representatividad de los nodos.

Algoritmo

De acuerdo al Caṕıtulo 4.2.3, los nodos del skeleton se centran dependiendo de su clasi-
ficación.

Algorithm 11 Embedding Refinement

1: procedure EmbeddingRefinement(skeleton)
2: for all node ∈ skeleton do
3: displacement := DisplacementII(node)
4: if node ≡ terminal node then
5: CenterTerminalNode(node, displacement)
6: else if node ≡ non junction node then
7: CenterNonJunctionNode(node, displacement)
8: else if node ≡ junction node then
9: CenterJunctionNode(node, displacement)

10: end if
11: end for
12: end procedure

Región local y boundary loops de los nodos del skeleton

Según la Ecuación (4.21), el boundary loop bl(ni, nk) se define como la frontera entre
la región local Πni

con el nodo nk, donde Πni
son todos los vértices que colapsaron en ni.

Como se ilustra en las Figuras 5.39 y 5.40, existe una correlación entre Πni
y el método de

contracción que se utiliza en la etapa de contracción.
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(a) (b)

Figura 5.39: (a) Skeleton no centrado de la malla de superficie de un toroide o donuts. Esta
malla fue contráıda utilizando como desplazamiento la posición promedio de los vecinos de
cada vértice (Geometry Contraction I ). (b) Región local Π de los nodos del skeleton de la
figura (a).

(a) (b)

Figura 5.40: (a) Skeleton no centrado de la malla de superficie donuts. Esta malla fue contráıda
utilizando como desplazamiento el vector normal de cada vértice (Geometry Contraction III ).
(b) Región local Π de los nodos del skeleton de la figura (a).

El boundary loop bl(ni, nk) se obtiene de la siguiente forma: si los vértice vm, vl ∈ V de la
malla inicial colapsaron en los nodos ni, nk ∈ N , respectivamente y se encuentran conectados
a través de un arco e(m,l), entonces vm ∈ bl(ni, nk).
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Algorithm 12 FindBoundaryLoop

1: function FindBoundaryLoop(ni, nk)
2: loop := list()
3: for all vertex ∈ ni.collapsed vertices do
4: for all edge ∈ vertex.initialV ertex.oneRing do
5: neighbor ← edge.getNeighbor(vertex)
6: if neighbor.skeletonNode.index ≡ nk.index then
7: loop.add(vertex)
8: break
9: end if

10: end for
11: end for
12: return loop
13: end function

Desplazamiento

El desplazamiento d(bl(ni, nk)) que permite centrar los nodos del skeleton , se define de
acuerdo a la Ecuación (4.21):

Algorithm 13 Displacement

1: function getD(ni, nk)
2: loop← FindBoundaryLoop(ni, nk)
3: vectord := 0
4: l := 0
5: ltotal := 0
6: for all vertex ∈ loop do
7: δ ← vertex.position− vertex.inicial vertex.position
8: l ← getL(vertex)
9: vectord+ = (l · δ)

10: ltotal+ = l
11: end for
12: vectord :=

vectord
ltotal

13: return vectord
14: end function

La diferencia entre los dos enfoques de desplazamiento, se encuentra en la definición de l
(Ecuación (4.21)).

Desplazamiento I (Displacement I )

En este enfoque, lj se define como el largo de dos arcos adyacentes a vertex en su res-
pectivo boundary loop. Esto indica que el boundary loop debe ser una curva convexa para asi
poder obtener un valor correcto de lj . El método de ordenamiento implementado es un algo-
ritmo greedy que a partir de un vértice vi, busca el vértice vk más cercano en el boundary loop.
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Algorithm 14 Sort Boundary Loop

1: function SortBoundaryLoop(loop)
2: sorted loop := list()
3: vertex← loop.firstElement()
4: sorted loop.add(vertex)
5: while sorted loop.size < loop.size do
6: vertexaux1 ← sorted loop.getLastElement()
7: vertexaux2 ← getClosestVertex(vertexaux1, loop, sortedLoop)
8: sorted loop.add(vertexaux2)
9: end while

10: return sorted loop
11: end function

12: function getClosestVertex(vertex, loop, sorted loop)
13: closest vertex := null
14: distance := 0
15: dmin := 10000
16: for all vertexaux ∈ loop do
17: if vertexaux.index 6= vertex.index ∧ vertexaux /∈ sortedLoop then
18: distance← getDistance(vertexaux.initial vertex, vertex.initial vertex)
19: if distance < dmin then
20: dmin := distance
21: closest vertex := vertexaux

22: end if
23: end if
24: end for
25: return closest vertex
26: end function

Para encontrar el vértice más cercano, se implementó el algoritmo Flood fill, un método
para encontrar el camino más corto entre dos vértices de un grafo [6]. Este algoritmo considera
una lista de vértices a inundar que inicialmente contiene el vértice de partida (s), luego se
expande a todos los vecinos de esta lista, introduciéndolos en ella si ninguno de ellos es el
vértice de término (e). Esto se repite sucesivamente hasta que se encuentra el vértice e.
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Algorithm 15 Flood Fill

1: function GetDistance(s, e)
2: to expand := list()
3: to clean := list()
4: distance := 0
5: to expand.add(s)
6: while to expand.size > 0 ∨ e.d! = −1 do
7: to expand← floodFill(to expand,++ distance)
8: to clean.add(to expand)
9: end while

10: result← e.d
11: for all vertex ∈ toClean do
12: vertex.d := −1;
13: end for
14: return result
15: end function

16: function floodFill(to expand, distance)
17: list := list()
18: for all vertex ∈ to expand do
19: for all edge ∈ vertex.oneRing do ⊲ oneRing : neighbors of vertex [13]
20: neighbor ← edge.getNeighbor(vertex)
21: if neighbor.d ≡ −1 then
22: neighbor.d := distance
23: list.add(neighbor)
24: end if
25: end for
26: end for
27: return list
28: end function

Desplazamiento II (Displacement II )

Como se mencionó previamente, en [2] proponen definir lj como el largo total de dos arcos
adyacentes al vértice vj ∈ bl(ni, nk). Esta definición esta hecha bajo el supuesto que la región
Πi tiene una forma cilindŕıca. La forma de la región Πni

tiene una fuerte correlación con el
método escogido en la etapa de contracción. Utilizando la posición promedio de los vecinos,
la forma de Πni

no es regular y frecuentemente se intersecta con las regiones de otros nodos.
Es por esto que se implementó una segunda alternativa en la definición de lj. Esta definición
de lj corresponde a la Ecuación (4.22): la distancia entre la posición inicial del vértice y el
nodo ni del skeleton al que pertenece.

Complejidad de la Etapa de Centrado

Como se señalo anteriormente, el desplazamiento escogido para la etapa de centrado (em-
bedding refinement) es (Displacement II ). Luego, el número de operaciones de esta etapa es
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O(n), donde n es el número de nodos del skeleton resultante.

Finalmente, el algoritmo implementado es O(n1n
2
3log(n)).

5.3. Visualización

5.3.1. IDL

IDL es un ambiente computacional para el análisis y la visualización de datos que integra
un lenguaje estructurado orientado a arreglos con técnicas de análisis matemático.

Algunas carateŕısticas de IDL son las siguientes:

• Posee operadores y funciones que trabajan sobre arreglos, encapsulando el uso de ciclos
iterativos.

• Incorpora funcionalidades y herramientas para gráficos multidimensionales, despliegue
de imágenes y animaciones.

El código fuente, asi como la versión ejecutable de los programas escritos en IDL se alma-
cenan en distintos tipos de archivos. Una aplicación en IDL contiene los siguientes archivos:

• Proyecto (.prj): es un archivo en formato propietario que contiene información sobre la
ubicación y organización de los demás archivos del proyecto, además de un conjunto de
opciones para la compilación, generación de ejecutables y ejecución de la aplicación.

• Código fuente (.pro): contiene la codificación de los procedimientos o funciones de la
aplicación en formato ASCII. También pueden emplearse para definir clases y tipos de
datos.

• Almacenamiento (.sav): archivos binarios que permiten almacenar programas, proce-
dimientos compilados y guardar información sobre las variables y recursos manejados
por la aplicación, para ser restaurados en distintas sesiones de trabajo.

5.3.2. SCIAN-Soft

SCIAN-Soft es un programa para tratamiento y análisis de imágenes cient́ıficas desarro-
llado en el SCIAN-lab. Proporciona funciones para manejo de imágenes 2D/3D en varios
canales y en series de tiempo; incorpora filtros para segmentación y reconstrucción de mode-
los 2D/3D, análisis morfotopológico y visualización interactiva.

5.3.3. Integración

Dentro del esquema del proyecto existe un archivo llamado ROI3DGroupObjectDefine.pro.
Este archivo define una clase que genera diferentes tipos de vistas de los objetos a analizar.
Uno de estos métodos es getSurfaceModel, que genera la malla de entrada del software ac-
tualmente desarrollado.
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Para generar la malla contráıda, en la clase ROI3DGroupObject se creó el método getSke-
letonFromMeshModel16 que hace una llamada a un programa Java empaquetado en formato
jar que contiene la implementación realizada en este trabajo de t́ıtulo.

Las funciones implementadas en el método getSkeletonFromMeshModel para ejecutar las
etapas del algoritmos son las siguientes:

• Mesh geometryContraction(double[] x, double[] y, double[] z, int [] triangles): ejecuta la
etapa de contracción de la malla. Recibe como argumento las posiciones de los vértices,
y una lista con los triángulos de la malla y sus respectivos vértices. Retorna la malla
contráıda.

• Mesh connectivitySurgery(): ejecuta la etapa de colapso de arcos. Retorna el skeleton
(no centrado) de la malla.

• Skeleton embeddingRefinement(): ejecuta la etapa de centrado del skeleton. Retorna el
skeleton de la malla.

Las funciones implementadas en el programa Java para acceder desde IDL a los elementos
del output de cada etapa son las siguientes:

• double[][] getVerticesCoordsIDL(): devuelve las coordenadas de los vértices de la malla
(o de la malla contráıda). Las coordenadas corresponden a un arreglo de 3 × n, donde
n es el número de vértices. El formato de éstos es el siguiente:

coordinates[0][i] = vi.getPosition().getX()

coordinates[1][i] = vi.getPosition().getY ()

coordinates[2][i] = vi.getPosition().getZ()

donde i es el ı́ndice del vértice vi ∈ V .

• int [] getEdgesForIDL(): retorna una lista con los ı́ndices de los dos vértices de cada
arco. La lista es un arreglo de tamaño 3n, donde n es el número de arcos de la malla.
El formato de éstos es el siguiente:

edges[i] = 2

edges[i+ 1] = ei.getA().getIndex()

edges[i+ 2] = ei.getB().getIndex()

donde i es el ı́ndice del arco ei ∈ E y edges [i ] se emplea para indicar que se trabaja
con arcos por compatibilidad con el formato de descripción de mallas en IDL.

16Para más detalles del código en IDL, ver Apéndice G, Figuras 9.66, 9.67 y 9.68.
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• int [] getTrianglesForIDL(): retorna una lista con los ı́ndices de los tres vértices de cada
triángulo. La lista es un arreglo de tamaño 4n, donde n es el número de triángulos de
la malla. El formato de éstos es el siguiente:

triangles[i] = 3

triangles[i+ 1] = ti.getA().getIndex()

triangles[i+ 2] = ti.getB().getIndex()

triangles[i+ 3] = ti.getC().getIndex()

donde i es el ı́ndice del triángulo ti ∈ F .

• double[][] getNodesCoordsIDL(): devuelve las coordenadas de los nodos del skeleton. Las
coordenadas corresponden a un arreglo de 3 × n, donde n es el número de nodos. El
formato de éstos es el siguiente:

coordinates[0][i] = ni.getPosition().getX()

coordinates[1][i] = ni.getPosition().getY ()

coordinates[2][i] = ni.getPosition().getZ()

donde i es el ı́ndice del vértice ni ∈ N .

• int [] getSegmentsForIDL(): retorna una lista con los ı́ndices de los dos nodos de cada
segmento. La lista es un arreglo de tamaño 3n, donde n es el número de segmentos del
skeleton. El formato de éstos es el siguiente:

segments[i] = 2

segments[i+ 1] = si.getNode1().getIndex()

segments[i+ 2] = si.getNode2().getIndex()

donde i es el ı́ndice del segmento si ∈ U .
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Caṕıtulo 6

Evaluación

En este caṕıtulo se encuentran los resultados obtenidos en este trabajo de memoria.
Además, se presenta una descripción del hardware utilizado y la evaluación del diseño pro-
puesto de la aplicación.

6.1. Evaluación del Diseño

Para obtener las métricas de la implementación final se utilizó la herramienta Understand.
En primer lugar, se muestran las métricas generales de la implementación:

Métrica Valor

N◦ de clases 55
N◦ de archivos 55
N◦ de ĺıneas 6732
N◦ de ĺıneas de código 4062
N◦ de ĺıneas en blanco 2146
N◦ de ĺıneas de comentarios 524
Radio comentarios/código 0,13

Cuadro 6.1: Métricas generales de la implementación final.

Por otra parte, se pueden observar las métricas de programación orientada a objetos
(OOP)1. A continuación, una breve explicación de las métricas usadas.

• CountDeclMethod (CDM): Número de métodos locales (no heredados).

• CountDeclMethodAll (CDMA): Número de métodos, incluyendo aquellos heredados.

• MaxInheritanceTree (MIT): Profundidad de una clase dentro de la jerarqúıa de la he-
rencia. Corresponde a la altura del árbol de la herencia.

1Object oriented programming, programación orientada a objetos [11].
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• CountClassCoupled (CCC): Número de clases utilizadas. Cualquier número de acopla-
miento a una determinada clase de cuenta como 1 en dirección a la métrica total.

• CountClassDerived (CCD): Número de inmediato subclases, es decir, el número de
clases de un nivel en el árbol de la herencia de esta clase.

• PercentLackOfCohesion (PLC): Evalúa el grado de disimilitud de los métodos en una
clase por ejemplo, las variables de instancia o atributos.
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Class CDM CDMA MIT CCC CCD PLC

SkeletonExtractionFromMeshContraction 12 12 1 15 0 66
GeometryContraction 2 2 1 2 3 50
GeometryContractionI 2 4 2 6 0 0
GeometryContractionII 2 4 2 6 0 0
GeometryContractionIII 2 4 2 6 0 0
Displacement 2 2 1 2 2 0
AveragePositionOfNeighbors 2 4 2 4 0 0
NormalVector 2 4 2 4 0 0
Criterion 2 2 1 1 2 50
AreaCriterion 2 4 2 1 0 0
DisplacementCriterion 2 4 2 1 0 0
ConnectivitySurgery 2 2 1 6 0 0
TotalCost 4 4 1 7 0 50
ShapeCost 8 8 1 7 0 62
SamplingCost 3 3 1 6 0 33
EdgeCost 20 20 1 1 0 87
EdgeCostComparator 1 1 1 2 0 0
Collapse 3 3 1 8 0 33
CollapseEdge 11 11 1 6 2 86
CollapseEdgeGeneralCase 5 16 2 5 0 60
CollapseEdgeParticularCase 5 16 2 5 0 25
CheckAndFix 6 6 1 7 0 54
Fix 8 8 1 4 0 0
EmbeddingRefinement 2 2 1 10 0 0
CheckRepresentativeness 2 2 1 4 0 0
RepresentativenessCriterion 2 2 1 2 0 0
Center 2 2 1 2 3 50
CenterJunctionNode 2 4 2 4 0 0
CenterNonJunctionNode 2 4 2 4 0 0
CenterTerminalNode 2 4 2 4 0 0
Displacement 4 4 1 5 2 62
DisplacementI 5 9 2 4 0 0
DisplacementII 3 7 2 3 0 0
SortBoundaryLoop 5 5 1 3 0 50
MatrixUtils 3 3 1 0 0 0
Vector 17 17 1 0 0 44

Cuadro 6.2: Métricas OOP de la implementación final parte I.
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Class CDM CDMA MIT CCC CCD PLC

Mesh 14 14 1 4 0 64
Edge 27 27 1 3 0 88
Triangle 25 25 1 3 0 76
Vertex 26 26 1 3 0 90
OneRing 5 5 1 3 2 53
ThreeRing 5 10 2 3 0 40
Skeleton 7 7 1 7 0 54
Node 12 12 1 3 0 76
Segment 8 8 1 2 0 68

Cuadro 6.3: Métricas OOP de la implementación final parteII.

En la tablas anteriores se puede observar que en términos generales, las clases implemen-
tadas se encuentran cohesionadas, a excepción de las clases Edge, Triangle, Vertex. Esto se
explica por los métodos accesores (get, set) que permiten realizar correctamente la etapa de
colapso de arcos (connectivity surgery).

Además, existen dos clases que también se encuentran acopladas. Ellas son EdgeCost y
CollapseEdge. EdgeCost es una clase que básicamente contiene funciones get y set para los
costos del arco e(i,j) (shape cost y sampling cost para el colapso (i → j) y (j → i)). Collap-
seEdge, es la clase abstracta de la que extienden las dos clases que implementan el colapso
de un arco (CollapseEdgeGeneralCase y CollapseEdgeParticularCase). El alto acoplamiento
se explica porque maneja el algoritmo de colapso de e(i,j) y las interacciones entre los ele-
mentos involucrados (Mesh, Edge, Vertex y Triangle). Por lo tanto, no es posible disminuir
el acoplamiento de esta clase.

Finalmente, se observa que la clase principal SkeletonExtractionFromMeshContraction,
asi como los paquetes que manejan las tres etapas del algoritmo se encuentran cohesiona-
das, por lo que se consideran positivos los valores obtenidos en las métricas. Esto es muy
importante, pues muestra que este trabajo de t́ıtulo es fácilmente mantenible, lo que permite
mejorarlo y/o extenderlo en futuros proyectos.

6.2. Evaluación de la Implementación

6.2.1. Hardware Utilizado

El desarrollo de este trabajo se realizó en un computador con las siguientes caracteŕısticas:

• procesador: Intel Core i7, 950, 3.07 GHz

• memoria RAM: 24 GB

• sistema operativo: Windows 7 Professional, 64 bits
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6.2.2. Resultados

Actualmente no se cuenta con métricas robustas para evaluar la correctitud del skeleton
obtenido en función sus propiedades, en particular el centrado. Para poder evaluar de alguna
forma los resultados obtenidos se realizaron dos pruebas:

1. Se compararon los skeletons obtenidos a partir de dos mallas de superficie de forma
toroidal que cumplen la siguiente ecuación:

(R−
√

x2 + y2)2 + z2 = r2

donde:

• r : radio interior del toroide = 20 [vóxeles]

• R: radio exterior del toroide = 100 [vóxeles]

• x : posición x de los nodos del skeleton [vóxeles]

• y : posición y de los nodos del skeleton [vóxeles]

• z : posición z de los nodos del skeleton [vóxeles]

Adicionalmente a estas mallas se les introdujo ruido aditivo de una distribución uni-
forme ∈ [0, 2r] ortogonal a la superficie. El ruido aditivo se encuentra definido por la
ecuación:

r = r + rand(1) · δ (6.1)

donde:

• r : radio interior del toroide [vóxeles]

• rand(1): función aleatoria uniforme ∈ [0, 1] proporcionada por MATLAB2

• δ: parámetro del ruido gausiano ∈ [0, r] [vóxeles]

Para cada una de las malla toroidales, se utilizaron diferentes parámetros δ en la ecua-
ción de ruido gausiano (Cuadro 6.5):

Malla Parámetro δ

toroide1 0
toroide2

r
2

toroide3 r

Cuadro 6.4: Parámetro δ de la ecuación de ruido gausiano utilizado en las mallas toroidales.

A continuación, se calculó el error del skeleton generado comparando la posición de los
nodos obtenidos con la posición del skeleton perfecto que cumple la ecuación:

2http://www.mathworks.com
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x2 + y2 = R2

De esta forma, el error del skeleton corresponde al error promedio de los nodos:

error =

√

(
√

x2 + y2 −R)2 + z2

n
[vóxeles] (6.2)

donde n es el número de nodos del skeleton.

Malla Parámetro δ Error

toroide1 0 4.137
toroide2

r
2

4,463
toroide3 r 4,519

Cuadro 6.5: Parámetro δ de la ecuación de ruido gausiano utilizado en las mallas toroidales.

(a) (b)

Figura 6.1: Vistas del skeleton de la malla de superficie correspondiente al toroide1 generada
con ruido aditivo de una distribución uniforme de parámetro δ = 0 (Ecuación (6.1)).

(a) (b)

Figura 6.2: Vistas del skeleton de la malla de superficie correspondiente al toroide2 generada
con ruido aditivo de una distribución uniforme de parámetro δ = r

2
(Ecuación (6.1)).
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(a) (b)

Figura 6.3: Vistas del skeleton de la malla de superficie correspondiente al toroide3 generada
con ruido aditivo de una distribución uniforme de parámetro δ = r (Ecuación (6.1)).

En el Cuadro (6.5) se observa que al aumentar el parámetro δ en la definición de ruido
aditivo (Ecuación (6.2)), el error de el skeleton obtenidos comparados con el skeleton
perfecto también aumenta, lo que da cuenta de la sensibilidad del método implementado
ante pertubaciones locales en la superficie de la malla.

2. Se compararon visualmente los resultados obtenidos en este trabajo de memoria con la
salida de un programa de la implementación original [2]3.

A continuación se muestran las salidas de las tres etapas del algoritmo (incluido el
skeleton final) y el skeleton obtenido con una demo de la implementación de [2]:

3Disponible en http://visgraph.cse.ust.hk/projects/skeleton/
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(a) (b)

Figura 6.4: Vistas de la malla de superficie de la región de ret́ıculo contráıda. La malla fue
contráıda hasta alcanzar el 15% del área de superficie inicial utilizando el método Geometry
Contraction I.

(a) (b)

Figura 6.5: Vistas del skeleton no centrado de la malla de superficie de la región de ret́ıculo.
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(a) (b)

Figura 6.6: Vistas del skeleton de la malla de superficie de la región de ret́ıculo.

(a) (b)

Figura 6.7: Vistas del skeleton de la malla de superficie de la región de ret́ıculo generado con
el demo de [2].
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(a) (b)

Figura 6.8: Vistas de la malla de superficie de la neurona contráıda. La malla fue contráıda
hasta alcanzar el 15% del área de superficie inicial utilizando el métodoGeometry Contraction
I.

(a) (b)

Figura 6.9: Vistas del skeleton no centrado de la malla de superficie de la neurona.
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(a) (b)

Figura 6.10: Vistas del skeleton de la malla de superficie de la neurona.

(a) (b)

Figura 6.11: Vistas del skeleton de la malla de superficie de la neurona generado con el demo
de [2].
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(a) (b)

Figura 6.12: Vistas de la malla de superficie de la cresta neural contráıda. La malla fue
contráıda hasta alcanzar el 15% del área de superficie inicial utilizando el método Geometry
Contraction I.

(a) (b)

Figura 6.13: Vistas del skeleton no centrado de la malla de superficie de la cresta neural.
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(a) (b)

Figura 6.14: Vistas del skeleton de la malla de superficie de la cresta neural.

(a) (b)

Figura 6.15: Vistas del skeleton de la malla de superficie de la cresta neural generado con el
demo de [2].
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(a) (b)

Figura 6.16: Vistas de la malla de superficie de ret́ıculo contráıda. La malla fue contráıda
hasta alcanzar el 15% del área de superficie inicial utilizando el métodoGeometry Contraction
I.

(a) (b)

Figura 6.17: Vistas del skeleton no centrado de la malla de superficie de ret́ıculo.
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(a) (b)

Figura 6.18: Vistas del skeleton de la malla de superficie de ret́ıculo.

(a) (b)

Figura 6.19: Vistas del skeleton de la malla de superficie de ret́ıculo generado con el demo
de [2].
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En la Figura 6.4 se puede observar que las regiones de la malla contráıda de la región de
ret́ıculo no se encuentran fuera de la malla con demasiada frecuencia. Lo mismo sucede con
la malla contráıda de la neurona (Figura 6.8). En cambio, la malla contráıda de la cresta
neuronal (Figura 6.12) es de menor tamaño que la malla original y además la frecuencia de
zonas que se ubican fuera de ésta.

Al comparar los skeletons generados con la implementación propuesta (Figuras 6.6, 6.10
y 6.14) con los obtenidos con el demo de [2] (Figuras 6.7, 6.11 y 6.15), se observa que ambos
son muy parecidos. Por otro lado, los skeletons generados con la implementación realizada
cumplen satisfactoriamente con caracteŕısticas deseables [7] para un skeleton: ser homeotópi-
co, unidimensional, aproximadamente centrado, robusto y suave.

Para comparar la densidad de nodos de los skeletons generados con las dos propuestas,
se obtuvo el radio N◦ de nodos del skeleton/N◦ de vértices de la malla:

Malla Implementación Actual Demo

región del ret́ıculo 0.0419 0.0360
neurona 0.0213 0.0248
cresta neural 0.0078 0.0086
ret́ıculo 0.0796 0.0669

Cuadro 6.6: Radio N◦ de nodos del skeleton/N◦ de vértices de la malla

En términos generales se observa que la mayoŕıa de los skeletons obtenidos con la im-
plementación realizada tiene menos nodos que los skeletons obtenidos con el demo de [2],
aunque ocurren excepciones (Apéndice C.1, Cuadro 9.3).
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Caṕıtulo 7

Discusión

El método original empleado como base para el desarrollo de este proyecto se enmarca
dentro del área de la geometŕıa computacional y sólo fue probado, por sus autores, en mallas
artificiales t́ıpicas de esta área. En el contexto de este trabajo tanto el algoritmo original
como la implementación propuesta han sido analizados y evaluados teniendo en consideración
mallas artificiales y mallas reales basadas en estructuras biológicas 3D observadas desde
imágenes de miscrocoṕıa confocal de fluorescencia.

7.1. Mallas de entrada

7.1.1. Conformidad

Las mallas de entradas deben ser conformes y suaves. Conforme quiere decir que la in-
tersección de dos triángulos disjuntos es un vértice o un arco, es decir, los elementos de la
mallas se encuentran conectados y no generan vaćıos. Suave quiere decir que la curvatura
debe ser continua a lo largo de la malla o debe mantenerse dentro de cierto margen ya que
la malla es un modelo discreto.

7.1.2. Tamaño

El tamaño de las mallas de entrada, espećıficamente el tamaño relativo de los triángulos
afecta directamente al skeleton final. Por otro lado, la evaluación se realizó comparando los
resultados del algoritmo propuesto con la implementación dada en [2]. Esta implementación
disponible como un ejecutable no soporta archivos muy grandes. Además, su código fuente
no está disponible y sólo funciona en equipos con Windows XP de 32 bits. La versión desa-
rrollada en este proyecto de t́ıtulo soporta mallas grandes (de más de 400.000 triángulos)
aunque los tiempos de ejecución son altos1.

A continuación se presenta el tamaño de las mallas representativas de estructuras biológi-
cas2:

1El análisis de la complejidad de cada etapa del algortimo se encuentra en el Caṕıtulo 5.2
2Para más detalles sobre el tamaño de las mallas generadas artificialmente, ver el Apéndice C.1, Cuadro 9.1.
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Malla N◦ de vértices N◦ de triángulos N◦ de arcos

región de ret́ıculo 5720 11460 17190
neurona 13508 27028 40542
cresta neural 84513 169218 253827
ret́ıculo 92452 280398 186928

Cuadro 7.1: N◦ de componentes de las mallas.

En el Apéndice B.1 se encuentra la distribución de los ángulos en las mallas de superficie;
y el radio entre el arco de menor longitud y el arco de mayor longitud de cada triángulo de
las mallas utilizadas.

7.2. Etapa Geometry Contraction

7.2.1. Desplazamientos

Para lograr contraer los vértices de la malla hasta que cumplan con los criterios de de-
tención, se implementaron dos alternativas de desplazamiento: la posición promedio de los
vecinos y el vector normal.

La posición promedio de los vecinos logra contraer (y suavizar) satisfactoriamente mallas
de distinta morfoloǵıa. La razón de esta caracteŕıstica es que los vecinos de cada vértice
siempre se encuentran ubicados lo suficientemente cerca de éste, impidiendo que atravise la
sección transversal de su respectiva región. Sin embargo, este método no asegura que las
mallas contráıdas siempre se encuentren centradas con respecto a la malla original. Con fre-
cuencia, algunas regiones de la malla contráıda se ubican fuera de la malla original (Apéndice
A, Figuras 9.3, 9.7, 9.11 y 9.19).

El único caso de falla de este enfoque corresponde a la malla de una esfera con alta den-
sidad de vértices, pues cada vértice se encuentra casi en el plano con sus vecinos, luego, el
desplazamiento es cercano a cero. Dado que en el SCIAN-lab se utilizan mallas de superficie
con formas muy distintas e irregulares, esto no representa un problema.

Por otra parte, el vector normal logra contraer de forma correcta las mallas de superficie
simétricas y de forma regular, como en el caso de la donuts (Figura 5.3). Este método falla
en el resto de las mallas utilizadas pues al contraer los vértices su posición final atraviesa la
sección transversal de la región donde se encuentran, ubicandose fuera de la malla original
(Figura 5.1). Detectar que un vértice atraviesa su respectiva región de la malla es dif́ıcil y
actualmente el laboratorio no cuenta con la implementación de un criterio que detecte este
caso. Es por esta razón que el método de contracción escogido es el basado en la posición
promedio de los vecinos. Aún asi, se considera una tarea desafiante implementar este criterio
de detección para la mejora de enfoques basados en la dirección normal.

No se observaron diferencias relevantes entre los resultados obtenidos al utilizar los vec-
tores normales iniciales en toda la etapa de contracción, y recalcularlos en cada iteración. En
el Apéndice B.2, la Figura 9.51 muestra la variación del ángulo que forma la normal de cada
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iteración con la normal inicial de la malla donuts. En este gráfico se observa que el ángulo
de variación de la normal es prácticamente nulo, sin embargo, lo correcto es utilizar el vector
normal inicial de cada vértice durante toda la etapa de contracción, pues reduce el ruido
local en el cambio de dirección de la normal con la consecuente reducción de problemas de
centrado del skeleton.

Es importante mencionar las diferencias entre los skeletons de la malla donuts obtenidos
con los dos métodos de contracción. En el caso de la contracción utilizando el vector normal
(Figura 5.40 (a)) se obtiene un skeleton con mayor densidad de nodos y visualmente más cen-
trado que en el skeleton obtenido con el promedio de la posición de los vecinos (Figura 5.39
(a)). Además, la región local de cada nodo es mucho más uniforme cuando el skeleton se
contrae con el vector normal (Figura 5.40 (b)). En este caso, la región local Πni

de un nodo
interno (non junction) ni no se intersecta con sus regiones vecinas Πni−1

y Πni+1
. Además,

los vértices de cada región Πni
son los que se esperan que colapsen en ni. Esto no ocurre en

el caso del método que utiliza el promedio de la posición de los vecinos (Figura 5.39 (b)),
pues aqúı las regiones de cada nodo se encuentran insersectadas.

Como se puede observar, ambos métodos presentan distintas ventajas y desventajas. Lue-
go, es importante escoger el método de contracción más adecuado para los tipos de mallas
con que se trabajan pues el skeleton final depende en gran medida de esta elección.

7.2.2. Criterios de detención

Los criterios de detención mencionados en [2] son complejos, es por esta razón que se
diseñaron criterios generales a todas las mallas de superficie.

En términos generales, se observa que el funcionamiento del criterio de detención basado
en el área de la malla es correcto, a pesar de su simplicidad.

En la implementación se agregó un criterio de detención basado en el volumen de las
mallas de superficie. Este criterio todav́ıa no se utiliza, pues no se encuentra implementado el
método que obtiene el volumen de las mallas. Una forma de calcular este valor es aproximar
cada región de la malla con un cilindro, de tal forma que el volumen de el cilindro sea lo más
cercano posible al volumen de su respectiva región. Como se puede apreciar, obtener este
valor es complejo y costoso pues depende de la morfoloǵıa de las mallas. Un posible trabajo
futuro consiste en la implementación de este método, para poder comparar el funcionamiento
de los dos criterios basados en estas carateŕısticas de las mallas.

Finalmente, se considera importante la introducción del criterio que detecta cuando el
desplazamiento promedio de los vértices de la mallas es cercano a cero. Esto permite detener
la etapa de contracción en un momento adecuado; de lo contrario, las mallas pueden continuar
en el proceso de contracción cuando en realidad, permanecen en la misma posición. Luego,
el volumen y el área de la malla no se reducen y no es posible cumplir la detención basada
en estos criterios.
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7.2.3. Posición de los nodos

En las mallas utilizadas (tanto las biológicas como las de fantaśıa) es frecuente que la
malla contráıda no se encuentre centrada con respecto a la malla original. En las mallas
biológicas (Figuras 6.4, 6.8 y 6.12) esto no ocurre con demasiada frecuencia, pero en las
mallas de fantaśıa se observa que las mallas contráıdas presentan un tamaño mucho menor
al de la malla original, hasta encontrarse completamente fuera de ésta utilizando el método
de contracción escogido (Apéndice A, Figuras 9.3, 9.7, 9.11, 9.15 y 9.19).

Para solucionar este defecto, una posibilidad es intentar implementar la propuesta de [2]
para la etapa de contracción (Caṕıtulo 2.3). Para evitar problemas de precisión [23] al calcular
los ángulos αi,j y βi,j que define e(i,j), se sugiere revisar la calidad de los triángulos de la malla
y aplicar la triangulación de Delaunay [8] en el caso que ésta sea deficiente. Los detalles sobre
la calidad de las mallas biológicas y de fantaśıa se encuentran en el los Apéndices B.2 y B.3.

7.3. Etapa Connectivity Surgery

7.3.1. Condición de colapso

Si la malla de entrada es conforme, entonces la implementación garantiza que en términos
estructurales el skeleton resultante no posee triángulos. Un caso interesante ocurre cuando
mallas conformes poseen hendiduras, pues en este escenario no se puede garantizar la ausen-
cia de triángulos residuales en términos visuales y de conectividad.

Un ejemplo de esto se observa en la malla de superficie de la neuropila. Esta malla es
conforme, pero presenta una hendidura con entrada de forma triangular. La Figura 7.1 (a)
muestra un triángulo virtual del skeleton conservado por la implementación, esto es, un
conjunto de arcos que tienen la conectividad de un triángulo, pero que estructuralmente no
existe en la malla. En la Figura 7.1 (b) se muestra el skeleton generado por el demo de [2]. Se
puede observar claramente que [2] no cumple con la condición de colapso que el método dice
utilizar (Figura 4.4), pues de lo contrario, los arcos que forman la hendidura no se habŕıan
colapsado.

(a) (b)

Figura 7.1: (a) Triángulo del skeleton de la malla de superficie de la neuropila generado a
causa de la hendidura. (b) Hendidura de la malla de superficie de la neuropila y skeleton de
esta malla producido por el demo de [2] en azul.
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La condición de colapso sugerida en [2] es la siguiente: si existen tres vértices adyacentes
(i, j, k), pero el triángulo t(i,j,k) no existe, entonces se proh́ıbe el colapso (i→ j) (Figura 4.4).
Mediante el análisis de casos prácticos (Figura 7.2) se determinó que esta condición es insufi-
ciente, por lo que fue reformulada en base al siguiente criterio: si alguno de los dos triángulos
incidentes en e(i,j) es nulo, entonces se proh́ıbe el colapso (i→ j).

Figura 7.2: Condición de colapso sugerida en [2]. El arco en azul tiene sus respectivos
triángulos incidentes, sin embargo, la condición mencionada en [2] impide colapsarlo.

En comparación con el criterio original, el criterio propuesto no permite el colapso de
arcos que forman parte de un triángulo virtual.

7.3.2. Posición de los nodos del skeleton

Tanto en las mallas biológicas (Figuras 6.5, 6.9 y 6.13) como en las mallas generadas
artificialmente (Apéndice A, Figuras 9.4, 9.8, 9.8, 9.12, 9.16, 9.20) se observa que el skeleton
producido en esta etapa, más que estar centrado respecto de la malla original, se encuentra
centrado con respecto a la malla contráıda (input de esta etapa). Esto no se considera un
problema significativo, pues la etapa de centrado del skeleton lo corrige satisfactoriamente.

7.3.3. Ruido y Representatividad

La etapa de colapso de arcos genera skeletons que presentan ruido inherente al algorit-
mo [2]. Esto se puede observar en el Apéndice A, Figuras 9.8, 9.12 y 9.20. Al remover el
ruido utilizando el criterio de representitividad de los nodos del skeleton, se obtienen resul-
tados más limpios y acordes a la morfoloǵıa y topoloǵıa de la malla.

La siguiente Tabla muestra la diferencia entre el número de nodos de los skeletons de las
mallas biológicas3 con y sin corrección de ruido:

3Para más detalles sobre la diferencia entre el número de nodos de los skeletons de las mallas generadas
artificialmente con y sin ruido ver el Apéndice C.1, Cuadro 7.2
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Malla N◦ de nodos del N◦ de nodos del
skeleton con ruido skeleton final

región de ret́ıculo 278 240
neurona 298 288
cresta neural 708 661
ret́ıculo 7573 7364

Cuadro 7.2: Comparación entre el número de nodos de skeleton finales con y sin ruido.

7.4. Etapa Embedding Refinement

7.4.1. Centrado y Simetŕıa

En los skeletons obtenidos de las mallas biológicas y en las mallas generadas artificialmen-
te, se observa una buena correspondencia malla-skeleton (Figuras 6.6, 6.10 y 6.14 y Anexo
A, Figuras 9.5, 9.9, 9.13, 9.17 y 9.21). Además, cumplen con caracteŕısticas deseables,
como: ser aproximadamente centrado, homeotópico, unidimensional, robusto y suave.

También se puede observar que el hecho que la malla de entrada sea simétrica no impli-
ca que el skeleton resultante sea simétrico. Un ejemplo de esto se observa en la Figura 9.9
que muestra un skeleton asimétrico. Aqúı el skeleton de la región superior de la malla no
es simétrico ni tampoco es aproximadamente centrado [7]. Una forma de corregir esto [2] es
combinar un junction node (nodo de bifurcación) con un nodo adyacente si el nodo resultan-
te tiene un mejor centrado que el nodo de bifurcación original. El centrado de un nodo de
bifurcación nk es medido como la desviación estándar de la distancia de la posición de los
nodos ni ∈ Πk, denotada σk. Luego, se fusiona el nodo nk con su vecino si σ

′

k < σk, donde σ
′

k

es el centrado del nodo resultante (n
′

k).

A pesar que el input de esta etapa es un skeleton centrado en la malla contráıda, este
método asegura que todos los nodos del skeleton se encuentran dentro de la malla inicial.
No obstante, no garantiza que todos los segmentos del skeleton se encuentren dentro de la
malla original. Esto sucede por la baja densidad de nodos que presentan algunas regiones del
skeleton. Un ejemplo de esto se puede observar en el Apéndice A, Figura 9.22. Una forma de
solucionar este problema consiste en aumentar la densidad de nodos en las zonas del skeleton
donde los segmentos no se encuentran dentro de la malla.

7.4.2. Densidad de nodos

En los skeletons obtenidos de las mallas biológicas y en las mallas generadas artificial-
mente, se observa que las regiones de la malla que presentan mayor densidad de triángulos
producen mayor densidad de nodos del skeleton final. La Figura 9.17 del Apéndice A, muestra
el skeleton de la malla de superficie frog. Se observa que los dedos de los pies y de las manos
de la malla presentan alta densidad de nodos del skeleton, debido a que estas regiones poseen
una alta densidad de triángulos de menor tamaño.

95



7.5. Rendimiento

El rendimiento del algoritmo implementado ha sido analizado en función de número de
operaciones requeridas por cada una de las etapas, con lo cual se tiene una estimación de
los tiempos de cómputo empleados. En relación al los recursos utilizados en memoria, se
analizaron el tamaño máximo del heap4 y el espacio máximo utilizado.

La etapa de contracción de vértices (geometry contraction) es O(nn1), donde n es el
número de vértices de la malla y donde n1 es el número de arcos que inciden en cada vértice.

En términos del tiempo de procesamiento, la implementación se encuentra dominada por
la etapa de colapso de arcos (connectivity surgery), que es O(n1n

2
3log(n)), donde n3 es el

número de nodos en la vecindad del vértice j 5. La operación que más pesa en esta etapa es
la revisión y corrección de la vecindad j, que es O(n1n

2
3).

El costo de la etapa de centrado (embedding refinement) es O(n), donde n es el número
de nodos del skeleton resultante.

Etapa N◦ de operaciones

geometry contraction O(nn1)
connectivity surgery O(n1n

2
3log(n))

embedding refinement O(n)

Cuadro 7.3: Complejidad de las etapas del algoritmo implementado.

Para medir el tiempo de procesamiento, se utilizó el método getCurrentThreadUserTime
de la clase ThreadMXBean6 que provee la API de Java. Este método retorna el tiempo CPU
que el thread7 actual ha ejecutado en modo usuario.

A continuación, se muestra el detalle de los tiempos de procesamiento de la implementa-
ción en Java para las mallas biológicas8:

4En el contexto del manejo de memoria y la asignación de memoria dinámica, usualmente la memoria es
asignada a partir de un pool de memoria no usada llamada heap. Para más detalles sobre el manejo de la
memoria y asignación de memoria dinámica, ver [26] [16].

5La vecindad el vértice j corresponde al three-ring [13] de este vértice. Esto corresponde a todos los arcos
y triángulos que se encuentran a (máximo) tres arcos de distancia desde j.

6http://docs.oracle.com/javase/6/docs/api/java/lang/management/ThreadMXBean.html
7Un thread o hilo de ejecución es la unidad básica de procesamiento que maneja el sistema operativo [24].
8Para más detalles del tiempo de procesamiento de las mallas de fantaśıa, ver el Apéndice C.2, Tabla 9.4.
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Malla N◦ de vértices Tiempo de procesamiento (hh:mm:ss)

geometry connectivity embedding
contraction surgery refinement

región de ret́ıculo 5720 00:00:00,10 00:00:57,20 00:00:00,03
neurona 13508 00:00:01,60 00:08:27,80 00:00:00,08
cresta neural 84513 00:06:16,60 17:26:48,60 00:00:00,16
ret́ıculo 92452 00:00:06,75 102:09:00,00 00:00:02,48

Cuadro 7.4: Tiempo de procesamiento del algoritmo implementado.

Como se puede observar, aunque el algoritmo implementado es correcto, el tiempo de
ejecución es alto porque el orden de etapa de colapso de arcos (en particular, la revisión y
corrección de la malla) lo es y los valores de n1 y n3 en la práctica son mayores que 6 y 30,
respectivamente. En el caso que el tiempo de procesamiento sea un requerimiento de alta
prioridad, se sugiere optimizar el rendimiento de la implementación paralelizándola mediante
el uso de threads9.

Con respecto a los recursos utilizados en memoria durante la ejecución del algoritmo, el
tamaño máximo del heap y el espacio máximo utilizado se muestran en la siguiente tabla:

Malla N◦ de vértices Tamaño máximo Espacio máximo
del heap (MB) utilizado (MB)

región de ret́ıculo 5720 693 403
neuropila 13508 1119 846
cresta neural 84513 2212 1981
ret́ıculo 92452 3129 2577

Cuadro 7.5: Tamaño máximo del heap y espacio máximo utilizado durante el procesamiento
de las mallas biológicas.

9http://docs.oracle.com/javase/6/docs/api/java/lang/Thread.html
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Caṕıtulo 8

Conclusiones

En este trabajo de memoria se implementó un algoritmo para la generación de skeletons
1D de objetos 3D a partir de mallas triangulares de superficie, basado en un método descrito
en [2]. La implementación del algoritmo corresponde a las etapas que lo componen; estas
son: contracción de la malla (geometry contraction), colapso de arcos (connectivity surgery)
y corrección del centrado skeleton (embedding refinement), además de una verificación para
que las mallas de entrada sean conformes.

El algoritmo debe garantizar que los skeletons satisfagan los requerimientos de: unidimen-
sionalidad, homeotópico, invariante bajo transformaciones isométricas, centrado, robusto y
suave para el análisis de morfo-topoloǵıa en modelos geométricos de estructuras biológicas
tridimensionales observadas en imágenes de microscoṕıa de fluorescencia con resolución na-
nométrica.

Para la etapa de contracción se desarrollaron tres métodos que proporcionan un me-
canismo robusto para el tratamiento de diversos tipos de mallas de entrada, considerando
caracteŕısticas como grandes cambios en la curvatura local de la superficie y zonas de baja
curvatura con gran densidad local (alta concentración de vértices). Mediante el ánalisis del
decaimiento del área de las mallas durante la etapa de contracción, se determinó que iterando
hasta alcanzar un 15% del área inicial, se obtienen resultados satisfactorios en todos los casos.
Para la etapa de contracción se implementó un criterio de detención adicional que permite
forzar el término de esta etapa cuando el desplazamiento promedio de la malla se encuentra
bajo un umbral definido. Este criterio entrega resultados apropiados para la diversidad de
mallas estudiadas en el contexto del SCIAN-lab.

Para la etapa de colapso de arcos se implementaron las siguientes mejoras: una definición
robusta y selección de arcos colapsables, la consideración de los distintos escenarios de colapso
y la revisión de las vecindades del vértice colapasado. Como resultado de esta etapa se tiene
un skeleton preliminar unidimensional y homeotópico, pero no necesariamente centrado y
que puede contener ruido inherente al algoritmo. Por ruido se entiende la existencia de nodos
terminales poco representativos de la malla original.

En la etapa de centrado de nodos del skeleton, con las mejoras implementadas se obtienen
estructuras unidimensionales aproximadamente centradas que satisfacen las condiciones bus-
cadas con la definición de skeletons acorde a los requerimientos establecidos en el contexto
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biológico de este proyecto.

La validación del algoritmo se llevó a cabo usando mallas de estructuras biológicas reales
de ret́ıculo endoplasmático en células de cultivo, y neuropila y crestas neurales en cerebros de
embriones de pez cebra, obtenidas por microscoṕıa de fluorescencia. También se emplearon
mallas de fantaśıa generadas artificialmente y usadas comúnmente en geometŕıa computacio-
nal, de distinta complejidad y tamaño. Las estructuras biológicas son altamente ramificadas,
mientras que las de fantaśıa presentan formas muy diversas pero menos ramificadas. La
aplicación exitosa en mallas compuestas de 2000 a 300000 triángulos aproximadamente, da
cuenta de la escalabilidad del algoritmo.
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Caṕıtulo 9

Trabajo Futuro

La visualización del skeleton de estructuras biológicas reales se realizó mediante la inte-
gración de los métodos desarrollados en Java con la plataforma SCIAN-Soft, utilizando el
lenguaje IDL.

Aún es necesario integrar a SCIAN-Soft la generación y reducción de mallas de superficie
conformes, las que actualmente son realizadas mediante aplicaciones externas y que se en-
cuentran fuera del alcance de este proyecto. En este aspecto, se considera interesante revisar
la calidad de los triángulos de las mallas generadas en busca de una potencial retriangula-
rización basada en Delaunay [8] que permita mejorar problemas de robustez del método de
contracción propuesto por [2].

En relación al rendimiento y escalabilidad del algoritmo, si bien los tiempos de proce-
samiento alcanzados en los casos de prueba son satisfactorios para los requerimientos de
SCIAN-lab, es posible paralelizar y optimizar los diversos métodos.
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[14] S. Härtel, J. Jara, C. Lemus, and M. Concha. 3D Morpho-Topological Analysis of Asym-
metric Neuronal Morphogenesis in Developing Zebrafish, pages 215–220. Taylor and
Francis Group, 2007.

[15] A. E. Kaufman, D. Cohen-Or, and R. Yagel. Volume graphics. IEEE Computer, Vol.
26(No. 7):pages 51–64, 1993.

[16] D. E. Knuth. Fundamental Algorithms, chapter 1.2. Addison-Wesley, 1973.

[17] W. E. Lorensen and H. E. Cline. Marching cubes: A high resolution 3d surface cons-
truction algorithm. In Proceedings of the 14th annual conference on Computer graphics
and interactive techniques, SIGGRAPH ’87, pages 163–169, New York, NY, USA, 1987.
ACM.

[18] R. C. Martin. Clean Code: A handbook of agile software craftsmanship. Prentice Hall,
2009.

[19] C. Melo. Desarrollo de una herramienta que genera malla se superficie compuestas de
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Apéndice

A . Figuras

Figura 9.1: Posibles skeletons de diferentes objetos 3D [7].

(a) (b)

Figura 9.2: (a) Eje medial y ejemplos de discos maximales inscritos en un objeto 2D [7]. (b)
Superficie medial y el ejemplo de una bola maximal inscrita en un objeto 3D [7].
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(a) (b)

Figura 9.3: Vistas de la malla de superficie donuts contráıda. La malla fue contráıda hasta
alcanzar el 15% del área de superficie inicial utilizando el método Geometry Contraction I.

(a) (b)

Figura 9.4: Vistas del skeleton no centrado de la malla de superficie donuts.
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(a) (b)

Figura 9.5: Vistas del skeleton de la malla de superficie donuts.

(a) (b)

Figura 9.6: Vistas del skeleton de la malla de superficie donuts generado con el demo de [2].
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(a) (b)

Figura 9.7: Vistas de la malla de superficie elk contráıda. La fue contráıda hasta alcanzar el
15% del área de superficie inicial utilizando el método Geometry Contraction I.

(a) (b)

Figura 9.8: Vistas del skeleton no centrado de la malla de superficie elk.
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(a) (b)

Figura 9.9: Vistas del skeleton de la malla de superficie elk.

(a) (b)

Figura 9.10: Vistas del skeleton de la malla de superficie elk generado con el demo de [2].
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(a) (b)

Figura 9.11: Vistas de la malla de superficie fertility contráıda. La malla fue contráıda hasta
alcanzar el 15% del área de superficie inicial utilizando el método Geometry Contraction I.

(a) (b)

Figura 9.12: Vistas del skeleton no centrado de la malla de superficie fertility.
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(a) (b)

Figura 9.13: Vistas del skeleton de la malla de superficie fertility.

(a) (b)

Figura 9.14: Vistas del skeleton de la malla de superficie fertility generado con el demo de [2].
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(a) (b)

Figura 9.15: Vistas de la malla de superficie frog contráıda. La malla fue contráıda hasta
alcanzar el 15% del área de superficie inicial utilizando el método Geometry Contraction I.

(a) (b)

Figura 9.16: Vistas del skeleton no centrado la malla de superficie frog.
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(a) (b)

Figura 9.17: Vistas del skeleton de la malla de superficie frog.

(a) (b)

Figura 9.18: Vistas del skeleton de la malla de superficie frog generado con el demo de [2].
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(a) (b)

Figura 9.19: Vistas de la malla de superficie memento contráıda. La malla fue contráıda hasta
alcanzar el 15% del área de superficie inicial utilizando el método Geometry Contraction I.

(a) (b)

Figura 9.20: Vistas del skeleton no centrado de la malla de superficie memento.
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(a) (b)

Figura 9.21: Vistas del skeleton de la malla de superficie memento.

(a) (b)

Figura 9.22: Vistas del skeleton de la malla de superficie memento generado con el demo
de [2].
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Figura 9.23: Región de malla antes del colapso del arco e4 (en rojo). Se eliminan los triangulos
t1 (en azul) y t2 (en verde) y los arcos e2 y e5.
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Figura 9.24: Región de la malla después del colapso del arco e4.
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Figura 9.25: ]
Región de la malla antes del colapso del arco e4 (en rojo). Se eliminan los triangulos t1 (en

azul) y t2 (en verde) y los arcos e10 y e12.
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Figura 9.26: Región de la malla después del colapso del arco e4
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Figura 9.27: Región de la malla antes del colapso del arco e17 (en rojo). Se eliminan los
triangulos t9 (en verde) y t10 (en azul) y los arcos e16 y e22.

v1 v2 v3 v4

v5 v6 v7 v8

v9 v11 v12

v13 v14 v15 v16

e1 e2 e3

e4 e5 e6 e7 e8 e9 e10

e11 e12 e13

e14 e15

e18

e19 e20
e21

e23

e24

e25 e26

e27
e28 e29 e30

e31 e32 e33

t1

t2

t3

t4

t5

t6

t7 t8 t11

t12

t13

t14

t15

t16

t17

t18

Figura 9.28: Región de la malla después del colapso del arco e17
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Figura 9.29: Región de la malla antes del colapso del arco e25 (en rojo). Se eliminan los
triangulos t13 (en azul) y t14 (en verde) y los arcos e24 y e31.
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Figura 9.30: Región de la malla después del colapso del arco e25
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Figura 9.31: Región de malla antes del colapso de un arco con tres triángulos incidentes. Al
colapsar el arco e7 (en rojo), se eliminan los triángulos t1 (en azul), t2 (en verde) y t7 (en
rosado) y los arcos e3, e9 y e14.
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Figura 9.32: Región de malla después del colapso de un arco con tres triángulos incidentes.
Al colapsar el arco e7, se retienen los arcos e4 (en azul), e11 (en verde) y e17 (en rosado).
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B . Gráficos

B .1. Estad́ısticas de las Mallas de Entrada
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Figura 9.33: Distribución de los ángulos de la malla de superficie de la región de ret́ıculo.
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Figura 9.34: Distribución del radio aristas de menor longitud/arista de mayor longitud en los
triángulos de la malla de superficie de la región de ret́ıculo.
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Figura 9.35: Distribución de los ángulos de la malla de superficie de la neurona.
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Figura 9.36: Distribución del radio (arista de menor longitud/arista de mayor longitud) de
los triángulos de la malla de superficie de la neurona.
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Ángulo [grados]

F
re
cu
en
ci
a

Figura 9.37: Distribución de los ángulos de la malla de superficie de la cresta neuronal.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5
x 10

5

510267 146 24166
5890

56600

182000

203000

Radio arista de menor longitud/arista de mayor longitud

F
re
cu
en
ci
a

Figura 9.38: Distribución del radio (arista de menor longitud/arista de mayor longitud) de
los triángulos de la malla de la cresta neuronal.
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Figura 9.39: Distribución de los ángulos de la malla de superficie del ret́ıculo.
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Figura 9.40: Distribución del radio (arista de menor longitud/arista de mayor longitud) de
los triángulos de la malla de superficie del ret́ıculo.
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Figura 9.41: Distribución de los ángulos de la malla de superficie donuts.
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Figura 9.42: Distribución del radio (arista de menor longitud/arista de mayor longitud) de
los triángulos de la malla de superficie donuts.
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Figura 9.43: Distribución de los ángulos de la malla de superficie elk.
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Figura 9.44: Distribución del radio (arista de menor longitud/arista de mayor longitud) de
los triángulos de la malla de superficie elk.
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Figura 9.45: Distribución de los ángulos de la malla de superficie fertility.
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Figura 9.46: Distribución del radio (arista de menor longitud/arista de mayor longitud) de
los triángulos de la malla de superficie fertility.
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Figura 9.47: Distribución de los ángulos de la malla de superficie frog.
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Figura 9.48: Distribución del radio (arista de menor longitud/arista de mayor longitud) de
los triángulos de la malla de superficie frog.
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Figura 9.49: Distribución de los ángulos de la malla de superficie memento.
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Figura 9.50: Distribución del radio (arista de menor longitud/arista de mayor longitud) de
los triángulos de la malla de superficie memento.
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B .2. Variación del Vector Normal Durante la Etapa de Contrac-
ción
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Figura 9.51: Promedio del ángulo entre el vector normal inicial y el vector normal recalculado
de los vértices de la malla donuts durante la etapa de contracción. Esta malla fue contráıda
utilizando el método GeometryContractionIII.
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B .3. Decaimiento del Área de las Mallas Durante la Etapa de
Contracción
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Figura 9.52: Decaimiento porcentual del área de las mallas generadas artificialmente durante
la etapa de contracción (geometry contraction). Las mallas fueron contráıdas utilizando el
método escogido (GeometryContractionI ).
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B .4. Desplazamiento de los Vértices Durante la Etapa de Con-
tracción

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

 

 

dona [1% avance =1 iteración]
elk [1% avance = 14 iteraciones]
fertility [1% avance = 22 iteraciones]
frog [1% avance  = 0.02 iteración]
memento [1% de avance = 0.02 iteración]

Avance [%]

D
es
p
la
za
m
ie
n
to

[v
óx
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Figura 9.53: Promedio del desplazamiento de los vértices de las malla generadas artificial-
mente durante la etapa de contracción (geometry contraction). Para contraer las mallas se
utilizó el método escogido (GeometryContractionI ) hasta que el promedio de desplazamiento
alcanzó el umbral 0.001.
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B .5. Función de Costo Durante la Etapa de Colapso de Aristas
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Figura 9.54: Promedio de las funciones de costo de la malla de superficie donuts durante
la etapa de colapso de aristas (connectivity surgery). Las definiciones de shape cost (Fa) y
sampling cost (Fb) se encuentran en las Ecuaciones (4.11) y (4.17), respectivamente.
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Figura 9.55: Promedio de las funciones de costo de la malla de superficie elk durante la etapa
de colapso de aristas (connectivity surgery). Las definiciones de shape cost (Fa) y sampling
cost (Fb) se encuentran en las Ecuaciones (4.11) y (4.17), respectivamente.
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Figura 9.56: Promedio de las funciones de costo de la malla de superficie fertility durante
la etapa de colapso de aristas (connectivity surgery). Las definiciones de shape cost (Fa) y
sampling cost (Fb) se encuentran en las Ecuaciones (4.11) y (4.17), respectivamente.
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Figura 9.57: Promedio de las funciones de costo de la malla de superficie frog durante la etapa
de colapso de aristas (connectivity surgery). Las definiciones de shape cost (Fa) y sampling
cost (Fb) se encuentran en las Ecuaciones (4.11) y (4.17), respectivamente.
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Figura 9.58: Promedio de las funciones de costo de la malla de superficie memento durante
la etapa de colapso de aristas (connectivity surgery). Las definiciones de shape cost (Fa) y
sampling cost (Fb) se encuentran en las Ecuaciones (4.11) y (4.17), respectivamente.
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C . Tablas

C .1. Estad́ısticas de las Mallas

Malla N◦ de vértices N◦ de triángulos N◦ de arcos

región de ret́ıculo 5720 11460 17190
neurona 13508 27028 40542
cresta neural 84513 169218 253827
ret́ıculo 92452 280398 186928
donuts 1024 2048 3072
elk 24013 48026 72039
fertility 24994 50000 75000
frog 17484 34964 52446
memento 26277 52550 78825

Cuadro 9.1: N◦ de componentes de las mallas.

Malla Skeleton con ruido Skeleton final

región de ret́ıculo 278 240
neurona 298 288
cresta neural 708 661
ret́ıculo 7573 7364
donuts 32 32
elk 87 44
fertility 88 47
frog 416 412
memento 218 134

Cuadro 9.2: Comparación entre el N◦ de nodos del skeleton con ruido y el N◦ de nodos del
skeleton final (sin ruido).

Malla Implementación Actual Demo de [2]

región de ret́ıculo 0.0419 0.0360
neurona 0.0213 0.0248
cresta neural 0.0078 0.0086
ret́ıculo 0.0796 0.0669
donuts 0.0068 0.0351
elk 0.0018 0.0039
fertility 0.0018 0.0035
frog 0.0235 0.0212
memento 0.0050 0.0049

Cuadro 9.3: Radio N◦ de nodos del skeleton/N◦ de vértices de la malla
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C .2. Rendimiento

Malla Tiempo de procesamiento (dd - hh:mm:ss)

geometry connectivity embedding
contraction surgery refinement

región de reticulo 00:00:00,10 00:00:57,20 00:00:00,03
neurona 00:00:01,60 00:08:27,80 00:00:00,08
cresta neural 00:06:16,60 17:26:48,60 00:00:00,16
ret́ıculo 00:00:6,75 102:09:00,00 00:00:02,48
donuts 00:00:00,08 00:00:01,20 00:00:00,00
elk 00:00:22,40 00:17:00,40 00:00:00,03
fertilty 00:00:28,80 00:15:39,90 00:00:00,06
frog 00:00:08,80 00:26:58,20 00:00:00,08
memento 00:00:25,70 00:31:21,00 00:00:00,06

Cuadro 9.4: Tiempo de ejecución de las etapas del algoritmo Skeleton extraction by mesh
contraction.
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D . Demostraciones Matemáticas

D .1. Matriz K

El costo de la forma o shape cost es uno de los dos términos de la función de costo
asociada a cada arista de la malla durante la etapa de colapso de éstas (connectivity surgery)
y se define de la siguiente manera:

Fi(p) = pT
∑

e(i,k)∈Ẽ

(KT
i,kKi,k) p = pTQip

donde p es el vértice resultante del colapso de e(i,j) (es decir, si el colapso es (i → j),
entonces p es ṽj [2]) en su representación homogénea.

Esta ecuación define una matriz Ki,j para cada arco e(i,j) en la malla contráıda, tal que
el valor pT (KT

i,jKi,j)p es la distancia al cuadrado entre el punto p y la recta definida por el
arco e(i,j) (Figura 9.59).

Ki,j =





0 −az ay −bx
az 0 −ax −by
−ay ax 0 −bz





donde

a =
e(i,j)

∥

∥e(i,j)
∥

∥

b = a × ṽi

e(i,j) ṽjṽi

p

Figura 9.59: El término pT (KT
i,jKi,j)p corresponde a la distancia al cuadrado desde el punto

p a la recta definida por el arco e(i,j).

Demostración. La distancia de un punto a la recta definida por el arco e(i,j) es :
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d =
(ṽj − ṽi)× (ṽi − p)

||(ṽj − ṽi)||
(9.1)

=
(ṽj − ṽi)

||(ṽj − ṽi)||
× ṽi +

(ṽj − ṽi)

||(ṽj − ṽi)||
× −p

= b+ a×−p
= b+ p× a

Luego, la distancia al cuadrado entre el punto p a la ĺınea definida por el arco e(i,j) es:

d2 = d · d (9.2)

= (b+ p× a) · (b+ p× a)

El vector p es su representación homogénea tiene la forma:

p =









px
py
pz
1









pT =
(

px py pz 1
)

Luego, el término pT (KT
i,jKi,j)p es equivalente a :
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pTKT
i,jKi,jp =









px
py
pz
1









T 







0 az −ay
−az 0 ax
ay −ax 0
−bx −by −bz













0 −az ay −bx
az 0 −ax −by
−ay ax 0 −bz













px
py
pz
1









=









px
py
pz
1









T 







a2z + a2y −ayax −azax −azby + aybz
−ayax a2z + a2x −azay azbx − axbz
−azax −azay a2y + a2x −aybx + axby

−azby + aybz azbx − axbz −aybx + axby b2x + b2y + b2z

















px
py
pz
1









= b2x + 2bx(pyaz − pzay) + p2ya
2
z − 2pypzazay + p2za

2
y+

b2y + 2by(pzax − pxaz) + p2za
2
x − 2pxpzazax + p2xa

2
z+

b2z + 2bz(pxay − pyax) + p2xa
2
y − 2pxpyayax + p2ya

2
x

= (bx + (pyaz − pzay))
2 + (by + (pzax − pxaz))

2 + (bz + (pxay − pyax))
2

=





bx + pyaz − pzay
by + pzax − pxaz
bz + pxay − pyax



 ·





bx + pyaz − pzay
by + pzax − pxaz
bz + pxay − pyax





= (b+ p× a) · (b+ p× a)

que es equivalente a la Ecuación (9.2).

138



E . Diagramas de Clase

Mesh
vertices: ArrayList<Vertex>
edges: ArrayList<Edge>
triangles: ArrayList<Triangle>

Mesh(vertices: ArrayList<Vertex>, edges: ArrayList<Edge>, triangles: ArrayList<Triangle>)
computeArea(): double
getAverageDisplacement(): double
createVertices(x: double [], y: double [], z: double []): void
createTriangles(triangles: int []): void
getVertices(): ArrayList<Vertex>
getEdges(): ArrayList<Edge>
getTriangles(): ArrayList<Triangle>

Vertex
index: int
position: Vector
initial_vertex: Vertex
ring: OneRing
normal_vector: Vector
displacement: double
quadric_error_metrics: double[][]
collapsed_vertices: ArrayList<Vertex>
skeleton_node: Vertex

Vertex(index: int, x: double, y: double,z:double)
getIndex(): int
getPosition(): Vector
equals(vertex: Vertex): boolean
getInitialVertex(): Vertex
getRing(): OneRing
getNormalVector(): Vector
setNormalVector(normal: Vector): void
getDisplacement(): double
setDisplacement(d: double): void
getQuadraticErrorMetrics(): double[][]
setQuadraticErrorMetrics(q: double[][]): void
updateCost(Vertex j): void
getCollapsedVertices(): ArrayList<Vertex>
getSkeletonNode(): Vertex
setSkeletonNode(v: Vertex): void
isInTheTriangle(triangle: Triangle): boolean
lookUpIndex(list: ArrayList<Vertex>): int

Edge
index: int
a: Vertex
b: Vertex
left: Triangle
right: Triangle
opLeft: Vertex
opRight: Vertex
cost: EdgeCost
i: Vertex
j: Vertex

Edge(a: Vertex, v: Vertex, l: Triangle, r: Triangle)
getIndex(): int
setIndex(index: int): void
getA(): Vertex
getB(): Vertex
equals(edge: Edge): boolean
setLeft(t: Triangle): void
setRight(t: Triangle): void
setOpLeft(v: Vertex): void
setOpRight(v: Vertex): void
getCost(): EdgeCost
getI(): Vertex
getJ(): Vertex
getLenght(): double
lookUpIndex(list: ArrayList<Edge>): int

Triangle
index: int
a: Vertex
b: Vertex
c: Vertex
opA: Edge
opB: Edge
opC: Edge

Triangle(int: index, v0: Vertex, v1: Vertex, v2: Vertex)
getIndex(): int
getA(): Vertex
getB(): Vertex
getC(): Vertex
setOpA(edge: Edge): void
getOpA(): Edge
setOpB(edge: Edge): void
getOpB(): Edge
setOpC(edge: Edge): void
getOpC(): Edge
getArea(): double
equals(triangle: Triangle): boolean
getAngle(vertex: Vertex): double
getNormal(): Vector
lookUpIndex(list: ArrayList<Triangle>): int

Vector
x: double
y: double
z: double

Vector(x: double, y: double, z: double)
getX(): double
setX(x: double): void
getY(): double
setY(y: double): void
getZ(): double
setZ(z: double): void
getCrossProduct(vector: Vector): Vector
getDotProduct(vector: Vector): double
getDifference(vector: Vector): Vector
normalize(): Vector
getNorm(): double
getAveragePosition(vector: Vector): Vector
getDistance(vector: Vector): double

OneRing
vertex: Vertex
edges: ArrayList<Edge>()
triangles: ArrayList<Triangle>()

OneRing(vertex: vertex)
getVertex(): Vertex
getEdges():  ArrayList<Edge>()
getTriangles():  ArrayList<Triangles>()
getArea(): double

Figura 9.60: Diagrama de clases de las estructuras asociadas a la malla.
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Figura 9.61: Diagrama de clases de las estructuras asociadas al skeleton.
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Figura 9.62: Diagrama de clases de la etapa de contracción de la malla (geometry contraction).
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ConnectivitySurgery
w_a: double
w_b: double
center: boolean
collapse_with_condition: boolean

ConnectivitySurgery()
execute(mesh: Mesh): Mesh

Collapse
mesh: Mesh

Collapse(mesh: Mesh)
collapse(edge: Edge): void
getNumberOfIncidentTriangles(edge: Edge): int

CollapseEdge

CollapseEdge()
collapse(edge: Edge, mesh: Mesh): void

CollapseEdgeGeneralCase

CollapseEdgeGeneralCase()
collapse(edge: Edge, mesh: Mesh): void

CollapseEdgeParticularCase

CollapseEdgeParticularCase()
collapse(edge: Edge, mesh: Mesh): void

CheckAndFixMesh
mesh: Mesh
ring: ThreeRing

CheckAndFixMesh(mesh: Mesh)
check(j: Vertex): void
checkTriangles(): void
checkEdges(): void
checkTrianglesOfEdge(e1: Edge, e2: Edge, t: Triangle): void
checkEdge(e: Edge): void

Fix

fixEdgeI(e: Edge): void
fixEdgeII(e: Edge): void
fixEdgeIII(e: Edge): void
fixEqualEdgesI(e1: Edge, e2: Edge, t: Triangle): void
fixEqualEdgesII(e1: Edge, e2: Edge, t: Triangle): void
fixEqualEdgesIII(e1: Edge, e2: Edge): void
fixTriangle(t: Triangle, e: Edge): void
fixTriangleOfEdge(t: Triangle, e: Edge): void

TotalCost
mesh: Mesh
queue: PriorityQueue<Edge>
shape_cost: ShapeCost
sampling_cost: SamplingCost

TotalCost(mesh: mesh)
computeCost(w_a: double, w_b: double: condition: boolean): void
getQueue(): PriorityQueue<Edge>

ShapeCost
mesh: Mesh

ShapeCost(mesh: Mesh)
computeCost(): void
computeTerm(v: Vertex, p: Vertex): double
computeQuadraticErrorMetrics(): void
computeQ(vertex: Vertex, edge: Edge): void
getA(edge: Edge): Vector
getB(a: Vector, vertex: Vertex): Vector
computeK(a: Vector, b: Vector): double[][]

SamplingCost
mesh: Mesh

SamplingCost(threshold: double)
computeCost(): void
computeTerm(i: Vertex, j: Vertex): double

MatrixUtils

multiply(a: double[][], b: double, rows_a: int, columns_a_rows_b: int, columns_b: int): double[][]
transpose(a: double[][], rows: int, columns: int): double[][]
sum(a: double[][], b: double, rows: int, columns: int): double[][]

ThreeRing
vertices: ArrayList<Vertex>()

ThreeRing(vertex: vertex)
addVertices(): void
addTriangles(): void
addEdges(): void
getVertices(): ArrayList<Vertex>()

Figura 9.63: Diagrama de clases de la etapa de colapso de aristas (connectivity surgery).

142



E
m

be
dd

in
gR

ef
in

em
en

t
sk

el
et

on
: S

ke
le

to
n

ce
nt

er
_t

er
m

in
al

_n
od

e:
 C

en
te

r
ce

nt
er

_n
on

_j
un

ct
io

n_
no

de
: C

en
te

r
ce

nt
er

_j
un

ct
io

n_
no

de
: C

en
te

r

E
m

be
dd

in
gR

ef
in

em
en

t(
m

es
h:

 M
es

h,
 c

he
ck

_r
ep

re
se

nt
at

iv
en

es
s:

 b
oo

le
an

)
ex

ec
ut

e(
):

 S
ke

le
to

n

C
en

te
r

no
de

: N
od

e
di

sp
la

ce
m

en
t: 

D
is

pl
ac

em
en

t

C
en

te
r(

no
de

: N
od

e,
 d

is
pl

ac
em

en
t: 

D
is

pl
ac

em
en

t)
ex

ec
ut

e(
):

 v
oi

d

C
en

te
rJ

un
ct

io
nN

od
e

C
en

te
rJ

un
ct

io
nN

od
e(

no
de

: N
od

e,
 d

is
pl

ac
em

en
t: 

D
is

pl
ac

em
en

t)
ex

ec
ut

e(
):

 v
oi

d

C
en

te
rN

on
Ju

nc
tio

nN
od

e

C
en

te
rN

on
Ju

nc
tio

nN
od

e(
no

de
: N

od
e,

 d
is

pl
ac

em
en

t: 
D

is
pl

ac
em

en
t)

ex
ec

ut
e(

):
 v

oi
d

C
en

te
rT

er
m

in
al

N
od

e

C
en

te
rT

er
m

in
al

N
od

e(
no

de
: N

od
e,

 d
is

pl
ac

em
en

t: 
D

is
pl

ac
em

en
t)

ex
ec

ut
e(

):
 v

oi
d

D
is

pl
ac

em
en

t
no

de
: N

od
e

lo
op

: A
rr

ay
L

is
t<

V
er

te
x>

D
is

pl
ac

em
en

t(
no

de
: N

od
e)

fi
nd

B
ou

nd
ar

yL
oo

p(
):

 A
rr

ay
L

is
t<

V
er

te
x>

D
is

pl
ac

em
en

tI

D
is

pl
ac

em
en

tI
(n

od
e:

 N
od

e)
ge

tD
(o

th
er

_s
ke

le
to

n_
no

de
: n

od
e)

: d
ou

bl
e

ge
tL

(v
: V

er
te

x)
: d

ou
bl

e
ge

tP
re

vV
er

te
x(

v:
 V

er
te

x)
: A

rr
ay

L
is

t<
V

er
te

x>
ge

tN
ex

tV
er

te
x(

v:
 v

er
te

x,
 p

re
v:

 V
er

te
x)

: A
rr

ay
L

is
t<

V
er

te
x>

D
is

pl
ac

em
en

tI
I

D
is

pl
ac

em
en

tI
I(

no
de

: N
od

e)
ge

tD
(o

th
er

_s
ke

le
to

n_
no

de
: n

od
e)

: d
ou

bl
e

ge
tL

(v
: V

er
te

x)
: d

ou
bl

e

So
rt

B
ou

nd
ar

yL
oo

p
bo

un
da

ry
_l

oo
p:

 A
rr

ay
L

is
t<

V
er

te
x>

So
rt

B
ou

nd
ar

yL
oo

p(
bo

un
da

ry
_l

oo
p:

 A
rr

ay
L

is
t<

V
er

te
x>

)
ex

ec
ut

e(
):

 A
rr

ay
L

is
t<

V
er

te
x>

C
he

ck
R

ep
re

se
nt

at
iv

en
es

s
sk

el
et

on
: S

ke
le

to
n

C
he

ck
R

ep
re

se
nt

at
iv

en
es

s(
sk

el
et

on
: S

ke
le

to
n)

ch
ec

k(
 n

: i
nt

):
 v

oi
d

R
ep

re
se

nt
at

iv
en

es
sC

ri
te

ri
on

#t
hr

es
ho

ld
: d

ou
bl

e

R
ep

re
se

nt
at

iv
en

es
sC

ri
te

ri
on

(t
hr

es
ho

ld
: d

ou
bl

e)
is

T
ru

e(
no

de
: n

od
e)

: b
oo

le
an

Figura 9.64: Diagrama de clases de la etapa de centrado del skeleton (embedding refinement).
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OneRing
vertex: Vertex
edges: ArrayList<Edge>()
triangles: ArrayList<Triangle>()

OneRing(vertex: vertex)
getVertex(): Vertex
getEdges():  ArrayList<Edge>()
getTriangles():  ArrayList<Triangles>()
getArea(): double

TwoRing
vertices: ArrayList<Vertex>()

TwoRing(vertex: vertex)
addVertices(): void
addTriangles(): void
addEdges(): void
getVertices(): ArrayList<Vertex>()

ThreeRing
vertices: ArrayList<Vertex>()

ThreeRing(vertex: vertex)
addVertices(): void
addTriangles(): void
addEdges(): void
getVertices(): ArrayList<Vertex>()

Figura 9.65: Diagrama de clases de los vecinos de un vértice (one ring) [13].
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F . Código

Figura 9.66: Integración con IDL

146



Figura 9.67: Integración con IDL
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Figura 9.68: Integración con IDL
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