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Temas	
  
•  Teoría	
  básica	
  de	
  grafos:	
  

– Conceptos:	
  nodos,	
  aristas	
  y	
  arcos.	
  
– U9lidad:	
  representando	
  redes.	
  

•  Complejidad	
  computacional:	
  
– P	
  y	
  NP.	
  
– Problemas	
  biológicos:	
  inferencia	
  de	
  
redes.	
  

• Modelamiento	
  matemá9co	
  y	
  
simulación	
  de	
  redes	
  biológicas.	
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Donde	
  hay	
  redes?	
  
Motivation

Network Biology

Network biology: A direct approach to study biological function, Emmert-Streib and Glazko, WIREs Syst Biol Med (2011).
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4	
  

Para	
  que?	
  Motivation

environment

interaction

genotype

phenotype

gene networks

DNA
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Teoría	
  básica	
  de	
  grafos	
  
•  Un	
  grafo	
  G	
  viene	
  dado	
  por	
  su	
  conjunto	
  de	
  vér9ces	
  o	
  nodos	
  V	
  y	
  

aristas	
  o	
  arcos	
  E:	
  
•  G=(V,E).	
  

	
  
•  Grafos	
  no	
  dirigidos:	
  

•  nodos	
  y	
  aristas.	
  

arista	
   nodo	
  



Teoría	
  básica	
  de	
  grafos	
  (cont.)	
  

•  Dirigidos:	
  	
  
•  nodos	
  y	
  arcos	
  	
  



Representando	
  redes	
  por	
  grafos	
  

• U(lidad:	
  describir	
  (representar),	
  
primero	
  visualmente,	
  la	
  dinámica	
  de	
  
una	
  red	
  biológica.	
  



Usando	
  grafos	
  no	
  dirigidos	
  

Nodos	
   Aristas	
   Nombre	
  

Genes	
   Regulaciones	
   Regulación	
  génica	
  

Microorganismos	
   Asociaciones	
   Asociación	
  microbiómica	
  

•  Redes	
  de	
  regulación	
  génica	
  (Gene	
  Regulatory	
  Networks	
  
GRN).	
  

•  Redes	
  de	
  asociación	
  microbiómica	
  (Microbiome	
  
Networks).	
  



Redes	
  de	
  regulación	
  génica	
  

•  Gene	
  Regulatory	
  Networks	
  (GRN).	
  

In our approach we will use a constant matrix as Chen et al. and De Hoon
et al. to define the dynamic of the system, but we will use different matrices
in different regions of the state space to capture all possible kinds of the gene
regulatory system´s behaviour.

4 Development of Our Model

As large amounts of microarray data are available, our model will be built
on the basis of such mRNA data, but it will be extendable if other data -
e.g. data about protein or metabolite concentrations- can be acquired. Other
already known information like knowledge of some gene regulations, rates of
degradation of some mRNA molecules and the maximal possible number of
regulating genes for one gene can be integrated as known parameters into the
model as well.
If we concentrate on mRNA data, we will not distinguish between the mRNA
molecule and the corresponding proteins using different variables for their
concentrations, instead we will use just one variable for the mRNA concen-
tration, assuming that the proteins are approximated with this variable, too
[23,13]. But we have to keep in mind, that this approximation can be some-
times very poor, e.g. if we have to deal with post-transcriptional regulations
of gene expressions. As we already mentioned in Section 2, the fraction of
post-transcriptional regulations is much lower in procaryotes than in eucary-
otes, which is the reason why we focus on procaryotes.
The small system shown in Figure 1 can therefore be illustrated in a simplified
way (see Figure 2).

Figure 2. A simplified model of gene regulation; xi,
i = 1, 2, 3 are variables for mRNA concentrations

The dynamic of the system can be described by the following system of equa-
tions [5].

ẋ1 = k1,1 · h+(x1, θ1,1, m1,1) + k1,3 · h−(x3, θ1,3, m1,3) − γ1x1

ẋ2 = k2,1 · h−(x1, θ2,1, m2,1) − γ2x2

ẋ3 = k3,1,2 · h+(x1, θ3,1, m3,1) · h+(x2, θ3,2, m3,2) − γ3x3

The parameters γ describe the degradation rates of the particular mRNA
molecules. The parameters k are rate constants, e.g. the parameter value ki,j

is equal to the maximal expression rate of gene i if the mRNA of gene j reaches
a concentration level of maximal influence, and the parameter value ki,j,l is

8

Dos	
  9pos	
  de	
  regulación:	
  
Es9mulaciones	
  e	
  inhibiciones	
  



Redes	
  de	
  regulación	
  génica	
  
(ejemplo)	
  

•  Red	
  para	
  la	
  diferenciación	
  de	
  células	
  mieloides	
  
(Mielopoyesis):	
  
•  Para	
  producir	
  componentes	
  mieloides	
  de	
  la	
  sangre,	
  

llevada	
  a	
  cabo	
  en	
  la	
  médula	
  ósea	
  	
  
•  Granulocitos,	
  monocitos,	
  
eritrocitos	
  y	
  megacariocitos.	
  

hTp://www.helmholtz-­‐
muenchen.de/icb/research/
groups/quan9ta9ve-­‐single-­‐cell-­‐
dynamics/projects/index.html	
  
	
  



Redes	
  de	
  asociación	
  microbiómica	
  
•  Asociaciones	
  posi9vas	
  y	
  nega9vas	
  
hTp://www.nature.com/nrmicro/journal/v10/n8/full/nrmicro2832.html	
  
	
  





Redes	
  de	
  asociación	
  microbiómica	
  
(cont.)	
  

•  Resultados	
  ejemplo	
  
hTp://www.nature.com/nrmicro/journal/v10/n8/full/nrmicro2832.html	
  
	
  



Usando	
  grafos	
  dirigidos	
  
•  Noción general: redes transicionales. 
•  Redes metabólicas (Metabolic Networks). 

	
  	
  

Nodos	
   Arcos	
   Nombre	
  

Estados	
   Transiciones	
   Redes	
  transicionales	
  

Metabolitos	
   Reacciones	
   Redes	
  metabólicas	
  



Redes	
  metabólicas	
  (ejemplo)	
  
•  Glicólisis: 

oxidación de la 
glucosa para 
producir 
energía (ATP) 

•  Primera parte 
http://
themedicalbiochemistrypag
e.org/es/glycolysis-sp.php 
 



Resumen	
  de	
  grafos	
  de	
  redes	
  
biológicas	
  



Red	
  de	
  regulación	
  
hTp://www.mi.fu-­‐berlin.de/en/math/groups/mathlife/research/genereg.html	
  
	
  



Inferencia	
  y	
  modelamiento	
  de	
  
redes	
  

•  Inferencia	
  usando	
  información	
  biológica:	
  
– Literatura.	
  
– Experimentos.	
  

•  Obtener	
  la	
  dinámica	
  (como	
  se	
  comporta	
  en	
  el	
  
9empo)	
  de	
  la	
  red.	
  
– Modelo	
  de	
  grafo:	
  foto	
  está9ca	
  
– Pasamos	
  a	
  modelo	
  dinamico:	
  el	
  9empo	
  avanza.	
  

•  Construido	
  el	
  modelo,	
  simularlo	
  y	
  mejorarlo.	
  



Aprendiendo	
  de	
  las	
  simulaciones	
  y	
  
la	
  biología:	
  el	
  ciclo	
  

model

biological
knowledge

model simulate
and test data experiment

regulatory
system

De Jong, 2002 



Inferencia	
  de	
  redes	
  

•  Problema:	
  ¿Cómo	
  construir	
  una	
  red	
  biológica?	
  
•  Datos:	
  Contenido	
  (concentración)	
  de	
  “nodos”	
  bajo	
  

diferentes	
  condiciones	
  
	
  

•  Regulación	
  génica:	
  expresión	
  (microarrays,	
  RNA-­‐Seqs)	
  
•  Asociación	
  microbiómica:	
  concentraciones	
  de	
  

microorganismos	
  (Metagenomics)	
  
•  Redes	
  metabólicas:	
  concentración	
  de	
  metabolitos	
  

(espectrometría	
  de	
  masas)	
  



Midiendo	
  asociaciones	
  

•  Idea:	
  	
  
detectar	
  “nodos”	
  de	
  comportamiento	
  
similar.	
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Inferencia de asociaciones 

•  Asociación:  
– Positiva: si un gen se expresa el otro 

también. 
– Negativa: si uno se expresa el otro no. 

•  Noción estadística de: 
– correlación, 
–  Información mutua 

22 
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Dificultad 
•  Muchos tipos posibles: relaciones 

lineales, cuadráticas, mixtas, etc. 

23 

Mutual Information Estimators

Mutual dependency I(x , y) between two random
variables x and y

example from Daub (2004)

Frank Emmert-Streib and Ricardo de Matos Simoes Statistical Inference of Regulatory Networks 57
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Calculando correlación: 
notación 

24 

•  X	
  e	
  Y	
  dos	
  variables	
  en	
  estudio.	
  
•  Pregunta:	
  Hay	
  asociacion	
  entre	
  ellas?	
  
•  {(xi,yi)|i	
  =	
  1,...,n}	
  muestra	
  aleatoria	
  bivariada	
  (de	
  a	
  pares)	
  

del	
  par	
  (X,Y).	
  
•  medias	
  empiricas	
  (muestrales)	
  respec9vas	
  de	
  

x=(x1,x2,...xn)	
  e	
  y=(y1,y2,…yn):	
  

•  Varianzas	
  empiricas	
  de	
  x	
  e	
  y:	
  	
  

Caṕıtulo 6

ASOCIACIÓN ENTRE DOS
VARIABLES

6.1. INTRODUCCIÓN

Generalmente un problema estad́ıstico envolucra más de una variables. En una encuesta de
opinión para un estudio de mercado o poĺıtica se hacen varias preguntas cuyas respuestas
son interesantes de relacionar. Por ejemplo, se interroga a los votantes no solamente sobre
su candidato preferido, sino que también su edad, género, profesión, etc... El análisis de tal
encuesta permitirá eventualmente determinar el perfil del electorado de un candidato, lo que
orientaá su campaña electoral. El psicólogo querrá comparar las aptitudes mentales (CI) y el
rendimiento escalar de un grupo de estudiantes. Estos problemas llaman a medir y describir
relaciones entre variables.

Una asociación entre variables expresa el grado de influencia que puede tener una variable
sobre otra. Los ı́ndices que se pueden definir dependen del tipo de relación que se estudia y de
la naturaleza de las variables consideradas. Se presentan en primer lugar ı́ndices descriptivos
de asociación y en seguida se hacen inferencia sobre estos coeficientes.

6.2. EL COEFICIENTE DE CORRELACIÓN

Si se consideran dos variables X e Y cuantitativas y mediciones sobre un conjunto de indi-
viduos P , con valores en IR ó un intervalo de IR, una simple representación gráfica en IR2 con
un gráfico de dispersión permitirá detectar la existencia y la forma de una eventual relación
entre las dos variables. El coeficiente de correlación lineal es el ı́ndice de asociación más
usual entre dos variables numéricas. Una inspección del gráfico de dispersión es necesaria
para asegurarse de que la interpretación es correcta.

Sea {(xi, yi)|i = 1, ..., n} una muestra aleatoria bivariada del par (X, Y ) de variables. Se
denotan x̄ = 1

n

∑
xi y ȳ = 1

n

∑
yi a las medias emṕıricas respectivas de x=(x1, x2, ...xn) e

y=(y1, y2, ...yn), y s2
x = 1

n

∑
(xi−x̄)2 y s2

y = 1
n

∑
(yi−ȳ)2 a las varianzas emṕıricas respectivas

de x e y.
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Calculando: covarianza y 
correlación lineal 

25 

•  Covarianza:	
  

•  Correlacion	
  lineal:	
  

•  Interpretacion:	
  

90 CAPÍTULO 6. ASOCIACIÓN ENTRE DOS VARIABLES

Definición 6.2.1 Se llama covarianza emṕırica entre X e Y a:

cov(x, y) =
1

n

∑
(xi − x̄)(yi − ȳ)

Como la covarianza es sensible a los cambios de escala de las dos variables, se elimina este
efecto con el coeficiente de correlación lineal, que toma en cuenta de las varianzas s2

x de los
valores x y s2

y de y.

Definición 6.2.2 Se llama correlación lineal entre x e y a la cantidad:

rx,y =
cov(x, y)

sxsy
=

∑
(xi − x̄)(yi − ȳ)√∑

(xi − x̄)2
√∑

(yi − ȳ)2

Este coeficiente, que toma como valores extremos +1 y −1, mide el grado de relación de tipo
lineal que existe entre x e y.

rx,y = −1 relación estrictamente lineal de pendiente negativa
−1 < rx,y < 0 tendencia lineal negativa
rx,y = 0 ausencia de tendencia lineal
0 < rx,y < +1 tendencia lineal positiva
rx,y = +1 relación estrictamente lineal de pendiente positiva

La tendencia lineal aumenta cuando rx,y tiende a ±1 (ver gráficos 6.1). Pero cuando rx,y "=
±1, hay muchos casos diferentes que pueden producir el mismo valor del coeficiente rx,y. De
aqúı la importancia de tener cuidado en la interpretación de un coeficiente de correlación por
que un dato at́ıpico ó aberrante, una mezcla de poblaciones, una relación no lineal pueden
cambiar totalmente el valor del coeficiente (ver gráficos 6.2).

Cuando se estudia en conjunto más de dos variables, se presentan los coeficientes de cor-
relación relativos en una matriz cuyo termino general rij es el coeficiente de correlación lineal
de las variables i y j. La matriz de correlación asociada a los datos de 6 variables recolec-
tados sobre 20 páıses de América Latina (tabla 6.1), se presentan en la tabla 6.2. Acá, el
coeficiente de correlación entre la tasa de natalidad y la fecundidad es igual a 0,972.

Si se quiere estudiar otro tipo de relación, se tiene dos alternativas:

Dada una función f de X, calcular el coeficiente de correlación entre f(X) e Y . Este
método es factible cuando se conoce la función f .

Usar otros ı́ndices, como veremos más adelante.

6.3. LA RAZÓN DE CORRELACIÓN

Cuando una de las dos variables es nominal u ordinal, no se puede calcular el coeficiente de
correlación lineal. Si Y es la variable cuantitativa, por ejemplo el PNB de todos páıses y X
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que un dato at́ıpico ó aberrante, una mezcla de poblaciones, una relación no lineal pueden
cambiar totalmente el valor del coeficiente (ver gráficos 6.2).
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tados sobre 20 páıses de América Latina (tabla 6.1), se presentan en la tabla 6.2. Acá, el
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6.3. LA RAZÓN DE CORRELACIÓN
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Como la covarianza es sensible a los cambios de escala de las dos variables, se elimina este
efecto con el coeficiente de correlación lineal, que toma en cuenta de las varianzas s2

x de los
valores x y s2

y de y.

Definición 6.2.2 Se llama correlación lineal entre x e y a la cantidad:

rx,y =
cov(x, y)

sxsy
=

∑
(xi − x̄)(yi − ȳ)√∑

(xi − x̄)2
√∑

(yi − ȳ)2
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Interpretación 
de correlación 

lineal: ojo! 

26 

92 CAPÍTULO 6. ASOCIACIÓN ENTRE DOS VARIABLES

Figura 6.2: ¡OJO! al interpretar el coeficiente de correlación lineal
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Más general: razón de correlación 

27 

•  Pregunta:	
  es	
  Y	
  función	
  (no	
  aleatoria)	
  de	
  X?	
  
•  Método:	
  

–  Transformar	
  X	
  en	
  variable	
  discreta	
  (con	
  rangos	
  de	
  valores).	
  
–  Asi	
  X	
  toma	
  valores	
  entre	
  p	
  categorias	
  (modalidades).	
  
–  Tenemos	
  entonces	
  

–  Sea	
  	
  	
  	
  	
  la	
  media	
  de	
  Y	
  cuando	
  X	
  toma	
  la	
  modalidad	
  j,	
  la	
  varianza	
  de	
  
Y	
  restringida	
  a	
  este	
  grupo	
  es	
  

–  Variabilidad	
  intra	
  grupos:	
  
–  Variabilidad	
  entre	
  grupos:	
  
–  La	
  razon	
  de	
  correlacion:	
  	
  

	
  
	
  

94 CAPÍTULO 6. ASOCIACIÓN ENTRE DOS VARIABLES

de todas estas observaciones es igual a:

s2
y =

1

n

p∑

j=1

nj∑

k=1

(ykj − ȳ)2

Como se puede distinguir las observaciones según la modalidad que toman sobre la variable
X, se puede calcular medias y varianzas en los p grupos inducidos por las modalidades de
X.

Si ȳj es la media de la variable Y sobre las observaciones que toman la misma modalidad j,
la varianza de las observaciones de este grupo es igual a:

w2
j =

1

nj
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n de las medias ȳj es igual a la media total ȳ
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y|x.

94 CAPÍTULO 6. ASOCIACIÓN ENTRE DOS VARIABLES

de todas estas observaciones es igual a:

s2
y =

1

n

p∑

j=1

nj∑

k=1

(ykj − ȳ)2
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n ȳj = ȳ) se puede mostrar que:

s2 = β2 + ω2 =
∑

j

nj

n
(ȳj − ȳ)2 +

∑

j

nj

n
w2

j

Si w2 es nula, todas las varianzas w2
j son nulas y todas las observaciones en un mismo grupo

j toman el mismo valor sobre la variable Y , que es igual a la media ȳj del grupo, y en
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94 CAPÍTULO 6. ASOCIACIÓN ENTRE DOS VARIABLES

de todas estas observaciones es igual a:

s2
y =

1

n

p∑

j=1

nj∑

k=1

(ykj − ȳ)2
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consecuencias se podrá obtener el valor de un observación sobre la variable Y conociendo
su modalidad sobre X. Se observa en este caso una relación funcional de X hacia Y . Esta
relación permite estimar el valor de Y para una nueva observación conociendo su valor sobre
X.

Al contrario si la varianza entre los grupos b2 es nula, entonces todas las medias ȳj son iguales
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∑

j
nj
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n (ȳj − ȳ)2. Considerando que la

media ponderada por los efectivos relativos
nj
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•  Observación:	
  la	
  varianza	
  de	
  Y	
  se	
  
descompone	
  en	
  la	
  suma	
  de	
  ambas	
  
variabilidades!	
  

•  Interpretando:	
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consecuencias se podrá obtener el valor de un observación sobre la variable Y conociendo
su modalidad sobre X. Se observa en este caso una relación funcional de X hacia Y . Esta
relación permite estimar el valor de Y para una nueva observación conociendo su valor sobre
X.

Al contrario si la varianza entre los grupos b2 es nula, entonces todas las medias ȳj son iguales
a ȳ: no se podrá decir nada sobre el valor de Y conociendo la modalidad de X. No se detecto
ninguna relación funcional de X hacia y. Se deduce el siguiente ı́ndice que permite medir el
grado de asociación de tipo funcional de X hacia Y :

η2
Y |X =

b2

s2
y

Este coeficiente toma valores entre 0 y 1:

η2
y|x = 1 relación funcional estricta

0 < η2
y|x < 1 tendencia funcional

η2
y|x = 0 ausencia de tendencia funcional

La tendencia funcional aumenta con η2
y|x.

•  Para	
  inferir	
  asociaciones	
  
estadís9camenete	
  significa9vas:	
  
– Que	
  sean	
  válidas	
  en	
  general	
  y	
  no	
  solamente	
  
para	
  la	
  muestra	
  que	
  tomamos.	
  

– ¿Qué	
  tan	
  grande	
  debe	
  ser	
  el	
  índice	
  de	
  
correlación?	
  

•  Test	
  de	
  hipótesis	
  sobre	
  índices	
  de	
  
correlación:	
  
– correlación	
  lineal,	
  
–  razon	
  de	
  correlación.	
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•  Denotando	
  	
  	
  	
  	
  el	
  verdadero	
  valor	
  de	
  la	
  correlación	
  
lineal.	
  

•  Hip.	
  nula:	
  “no	
  hay	
  relacion	
  lineal	
  entre	
  X	
  e	
  Y”	
  

•  Se	
  deduce	
  la	
  distribución	
  (probabilidad)	
  de	
  la	
  
corr.	
  lineal	
  si	
  la	
  hip.	
  nula	
  es	
  cierta.	
  

•  Respuesta:	
  
– Si	
  P-­‐valor	
  chico	
  entonces	
  rechazamos	
  hip.	
  nula,	
  y	
  
“hay	
  correlación	
  lineal”.	
  

6.6. INFERENCIA 101

Cuando ρ = 0 y las dos variables X e Y provienen de una distribución normal bivariada, la
distribución del coeficiente r de la muestra es fácil de obtener ye depende del tamaño n de
la muestra: existen tablas de la distribución de r en función de n y para n > 100 y se puede
aproximara a la normal N (0, 1√

n−1
).

Por ejemplo, si un coeficiente de correlación lineal r es igual a 0,38 sobre una muestra de
n = 52 observaciones, vamos a rechazar que ρ = 0 al nivel de significación de 5 % o incluso
1 %, dado que IP (|r| > 0,27) = 0,05 y IP (|r| > ,35) = 0,01, pero si r = 0,32 con el mismo
tamaño n = 52, entonces se rechaza al nivel de 5 % pero no al nivel de 1 %.

Cuando ρ no es nulo, la distribución exacta de r es mucho más complicada de determinar,
sin embargo se puede usar una aproximación a partir de n = 25: si Z = 1/2 ln(1+r

1−r ), la

distribución de Z se aproxima a una normal N (1/2 ln(1+ρ
1−ρ), 1√

n−3
).

Finalmente, si las dos variables no siguen una distribución normal, se puede usar los resul-
tados anteriores cuando n es mayor que 30, pero si ρ es nulo, no se puede decir que hay
independencia, pero sólo que no hay ligazón lineal.

6.6.2. Razón de correlación: ANOVA a un factor

Para estudiar la significatividad de una razón de correlación emṕırica obtenida sobre n
observaciones entre la variable cuantitativa Y con la variable nominal X a p modalidades,
se plantea la hipótesis nula H0 : γ2 = 0 donde γ2 es la razón de correlación en la población.
El problema es que no conocemos la distribución de la razón de correlación observado η2

Y |X .

Si Y ∼ N (µj,σ2
j ) cuando X toma la modalidad j, entonces la hipótesis nula puede escribirse

Ho : µ1 = µ2 = ... = µp.

Sabemos que si w2
j es la varianza observada del grupo j con un efectivo nj,

njs2
j

σ2
j

∼ χ2
nj−1.

Suponiendo que el muestreo es aleatorio simple, los grupos son independientes entre si y
suponiendo que todas las varianzas σ2

j son iguales a σ2, nw2

σ2 ∼ χ2
n−p donde w2 es el promedio

de las varianzas dentro los grupos.

Por otra parte si b2 es la varianza observada entre los p grupos, nb2

σ2 ∼ χ2
p−1. Además b2 y w2

son independientes, dado que cada media ȳj es independiente de la varianza w2
j del grupo y

que los grupos son independientes entre si.

Se considera entonces el estad́ıstico que es el cociente de los dos χ2 divididos respectivamente
por sus grados de libertad. Como se cancelan n y σ2, se obtiene:

b2/(p − 1)

w2/(n − p)

que sigue una distribución F de Fisher a p − 1 y n − p grados de libertad bajo la hipótesis
Ho de ausencia de relación de X hacia Y .

Se observará que
b2/(p − 1)

w2/(n − p)
=

η2/(p − 1)

1 − η2/(n − p)
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).

Por ejemplo, si un coeficiente de correlación lineal r es igual a 0,38 sobre una muestra de
n = 52 observaciones, vamos a rechazar que ρ = 0 al nivel de significación de 5 % o incluso
1 %, dado que IP (|r| > 0,27) = 0,05 y IP (|r| > ,35) = 0,01, pero si r = 0,32 con el mismo
tamaño n = 52, entonces se rechaza al nivel de 5 % pero no al nivel de 1 %.

Cuando ρ no es nulo, la distribución exacta de r es mucho más complicada de determinar,
sin embargo se puede usar una aproximación a partir de n = 25: si Z = 1/2 ln(1+r

1−r ), la

distribución de Z se aproxima a una normal N (1/2 ln(1+ρ
1−ρ), 1√

n−3
).

Finalmente, si las dos variables no siguen una distribución normal, se puede usar los resul-
tados anteriores cuando n es mayor que 30, pero si ρ es nulo, no se puede decir que hay
independencia, pero sólo que no hay ligazón lineal.

6.6.2. Razón de correlación: ANOVA a un factor

Para estudiar la significatividad de una razón de correlación emṕırica obtenida sobre n
observaciones entre la variable cuantitativa Y con la variable nominal X a p modalidades,
se plantea la hipótesis nula H0 : γ2 = 0 donde γ2 es la razón de correlación en la población.
El problema es que no conocemos la distribución de la razón de correlación observado η2

Y |X .

Si Y ∼ N (µj,σ2
j ) cuando X toma la modalidad j, entonces la hipótesis nula puede escribirse

Ho : µ1 = µ2 = ... = µp.

Sabemos que si w2
j es la varianza observada del grupo j con un efectivo nj,

njs2
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∼ χ2
nj−1.

Suponiendo que el muestreo es aleatorio simple, los grupos son independientes entre si y
suponiendo que todas las varianzas σ2

j son iguales a σ2, nw2

σ2 ∼ χ2
n−p donde w2 es el promedio

de las varianzas dentro los grupos.

Por otra parte si b2 es la varianza observada entre los p grupos, nb2

σ2 ∼ χ2
p−1. Además b2 y w2

son independientes, dado que cada media ȳj es independiente de la varianza w2
j del grupo y

que los grupos son independientes entre si.

Se considera entonces el estad́ıstico que es el cociente de los dos χ2 divididos respectivamente
por sus grados de libertad. Como se cancelan n y σ2, se obtiene:

b2/(p − 1)
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que sigue una distribución F de Fisher a p − 1 y n − p grados de libertad bajo la hipótesis
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•  Sea	
  	
  	
  	
  	
  el	
  valor	
  real	
  de	
  la	
  razón	
  de	
  correlación.	
  
•  Hip.	
  nula:	
  “X	
  no	
  influye	
  sobre	
  Y”	
  
•  Se	
  asume:	
  

–  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  cuando	
  X	
  9ene	
  la	
  modalidad	
  j.	
  
– Varianzas	
  	
  	
  	
  	
  	
  son	
  todas	
  iguales	
  (denotada	
  	
  	
  	
  	
  	
  )	
  

•  Entonces	
  bajo	
  H0:	
  	
  
–  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  sigue	
  F	
  de	
  Fisher	
  p-­‐1,	
  n-­‐p	
  g.l.	
  
–  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  sigue	
  Χ2	
  (p-­‐1)(q-­‐1)	
  g.l.	
  
– Respuesta:	
  si	
  p-­‐valor	
  es	
  chico	
  rechazamos	
  hip.	
  nula,	
  y	
  
“X	
  influye	
  sobre	
  Y”.	
  

6.6. INFERENCIA 101

Cuando ρ = 0 y las dos variables X e Y provienen de una distribución normal bivariada, la
distribución del coeficiente r de la muestra es fácil de obtener ye depende del tamaño n de
la muestra: existen tablas de la distribución de r en función de n y para n > 100 y se puede
aproximara a la normal N (0, 1√

n−1
).

Por ejemplo, si un coeficiente de correlación lineal r es igual a 0,38 sobre una muestra de
n = 52 observaciones, vamos a rechazar que ρ = 0 al nivel de significación de 5 % o incluso
1 %, dado que IP (|r| > 0,27) = 0,05 y IP (|r| > ,35) = 0,01, pero si r = 0,32 con el mismo
tamaño n = 52, entonces se rechaza al nivel de 5 % pero no al nivel de 1 %.

Cuando ρ no es nulo, la distribución exacta de r es mucho más complicada de determinar,
sin embargo se puede usar una aproximación a partir de n = 25: si Z = 1/2 ln(1+r

1−r ), la

distribución de Z se aproxima a una normal N (1/2 ln(1+ρ
1−ρ), 1√

n−3
).

Finalmente, si las dos variables no siguen una distribución normal, se puede usar los resul-
tados anteriores cuando n es mayor que 30, pero si ρ es nulo, no se puede decir que hay
independencia, pero sólo que no hay ligazón lineal.

6.6.2. Razón de correlación: ANOVA a un factor

Para estudiar la significatividad de una razón de correlación emṕırica obtenida sobre n
observaciones entre la variable cuantitativa Y con la variable nominal X a p modalidades,
se plantea la hipótesis nula H0 : γ2 = 0 donde γ2 es la razón de correlación en la población.
El problema es que no conocemos la distribución de la razón de correlación observado η2

Y |X .

Si Y ∼ N (µj,σ2
j ) cuando X toma la modalidad j, entonces la hipótesis nula puede escribirse

Ho : µ1 = µ2 = ... = µp.

Sabemos que si w2
j es la varianza observada del grupo j con un efectivo nj,

njs2
j

σ2
j

∼ χ2
nj−1.

Suponiendo que el muestreo es aleatorio simple, los grupos son independientes entre si y
suponiendo que todas las varianzas σ2

j son iguales a σ2, nw2

σ2 ∼ χ2
n−p donde w2 es el promedio

de las varianzas dentro los grupos.

Por otra parte si b2 es la varianza observada entre los p grupos, nb2

σ2 ∼ χ2
p−1. Además b2 y w2

son independientes, dado que cada media ȳj es independiente de la varianza w2
j del grupo y

que los grupos son independientes entre si.

Se considera entonces el estad́ıstico que es el cociente de los dos χ2 divididos respectivamente
por sus grados de libertad. Como se cancelan n y σ2, se obtiene:

b2/(p − 1)

w2/(n − p)

que sigue una distribución F de Fisher a p − 1 y n − p grados de libertad bajo la hipótesis
Ho de ausencia de relación de X hacia Y .

Se observará que
b2/(p − 1)

w2/(n − p)
=

η2/(p − 1)

1 − η2/(n − p)
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Cuando ρ = 0 y las dos variables X e Y provienen de una distribución normal bivariada, la
distribución del coeficiente r de la muestra es fácil de obtener ye depende del tamaño n de
la muestra: existen tablas de la distribución de r en función de n y para n > 100 y se puede
aproximara a la normal N (0, 1√

n−1
).

Por ejemplo, si un coeficiente de correlación lineal r es igual a 0,38 sobre una muestra de
n = 52 observaciones, vamos a rechazar que ρ = 0 al nivel de significación de 5 % o incluso
1 %, dado que IP (|r| > 0,27) = 0,05 y IP (|r| > ,35) = 0,01, pero si r = 0,32 con el mismo
tamaño n = 52, entonces se rechaza al nivel de 5 % pero no al nivel de 1 %.

Cuando ρ no es nulo, la distribución exacta de r es mucho más complicada de determinar,
sin embargo se puede usar una aproximación a partir de n = 25: si Z = 1/2 ln(1+r

1−r ), la

distribución de Z se aproxima a una normal N (1/2 ln(1+ρ
1−ρ), 1√

n−3
).

Finalmente, si las dos variables no siguen una distribución normal, se puede usar los resul-
tados anteriores cuando n es mayor que 30, pero si ρ es nulo, no se puede decir que hay
independencia, pero sólo que no hay ligazón lineal.

6.6.2. Razón de correlación: ANOVA a un factor

Para estudiar la significatividad de una razón de correlación emṕırica obtenida sobre n
observaciones entre la variable cuantitativa Y con la variable nominal X a p modalidades,
se plantea la hipótesis nula H0 : γ2 = 0 donde γ2 es la razón de correlación en la población.
El problema es que no conocemos la distribución de la razón de correlación observado η2

Y |X .

Si Y ∼ N (µj,σ2
j ) cuando X toma la modalidad j, entonces la hipótesis nula puede escribirse

Ho : µ1 = µ2 = ... = µp.

Sabemos que si w2
j es la varianza observada del grupo j con un efectivo nj,

njs2
j

σ2
j

∼ χ2
nj−1.

Suponiendo que el muestreo es aleatorio simple, los grupos son independientes entre si y
suponiendo que todas las varianzas σ2

j son iguales a σ2, nw2

σ2 ∼ χ2
n−p donde w2 es el promedio

de las varianzas dentro los grupos.

Por otra parte si b2 es la varianza observada entre los p grupos, nb2

σ2 ∼ χ2
p−1. Además b2 y w2

son independientes, dado que cada media ȳj es independiente de la varianza w2
j del grupo y

que los grupos son independientes entre si.

Se considera entonces el estad́ıstico que es el cociente de los dos χ2 divididos respectivamente
por sus grados de libertad. Como se cancelan n y σ2, se obtiene:

b2/(p − 1)

w2/(n − p)

que sigue una distribución F de Fisher a p − 1 y n − p grados de libertad bajo la hipótesis
Ho de ausencia de relación de X hacia Y .

Se observará que
b2/(p − 1)

w2/(n − p)
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1 − η2/(n − p)
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suponiendo que todas las varianzas σ2
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n−p donde w2 es el promedio

de las varianzas dentro los grupos.

Por otra parte si b2 es la varianza observada entre los p grupos, nb2
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p−1. Además b2 y w2

son independientes, dado que cada media ȳj es independiente de la varianza w2
j del grupo y
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Se considera entonces el estad́ıstico que es el cociente de los dos χ2 divididos respectivamente
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w2/(n − p)
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Por ejemplo, si un coeficiente de correlación lineal r es igual a 0,38 sobre una muestra de
n = 52 observaciones, vamos a rechazar que ρ = 0 al nivel de significación de 5 % o incluso
1 %, dado que IP (|r| > 0,27) = 0,05 y IP (|r| > ,35) = 0,01, pero si r = 0,32 con el mismo
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1−r ), la
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1−ρ), 1√

n−3
).

Finalmente, si las dos variables no siguen una distribución normal, se puede usar los resul-
tados anteriores cuando n es mayor que 30, pero si ρ es nulo, no se puede decir que hay
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njs2
j

σ2
j
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j son iguales a σ2, nw2
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de las varianzas dentro los grupos.

Por otra parte si b2 es la varianza observada entre los p grupos, nb2

σ2 ∼ χ2
p−1. Además b2 y w2

son independientes, dado que cada media ȳj es independiente de la varianza w2
j del grupo y
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la muestra: existen tablas de la distribución de r en función de n y para n > 100 y se puede
aproximara a la normal N (0, 1√
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).

Por ejemplo, si un coeficiente de correlación lineal r es igual a 0,38 sobre una muestra de
n = 52 observaciones, vamos a rechazar que ρ = 0 al nivel de significación de 5 % o incluso
1 %, dado que IP (|r| > 0,27) = 0,05 y IP (|r| > ,35) = 0,01, pero si r = 0,32 con el mismo
tamaño n = 52, entonces se rechaza al nivel de 5 % pero no al nivel de 1 %.
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sin embargo se puede usar una aproximación a partir de n = 25: si Z = 1/2 ln(1+r

1−r ), la
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1−ρ), 1√
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Finalmente, si las dos variables no siguen una distribución normal, se puede usar los resul-
tados anteriores cuando n es mayor que 30, pero si ρ es nulo, no se puede decir que hay
independencia, pero sólo que no hay ligazón lineal.
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Para estudiar la significatividad de una razón de correlación emṕırica obtenida sobre n
observaciones entre la variable cuantitativa Y con la variable nominal X a p modalidades,
se plantea la hipótesis nula H0 : γ2 = 0 donde γ2 es la razón de correlación en la población.
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nj−1.

Suponiendo que el muestreo es aleatorio simple, los grupos son independientes entre si y
suponiendo que todas las varianzas σ2

j son iguales a σ2, nw2

σ2 ∼ χ2
n−p donde w2 es el promedio

de las varianzas dentro los grupos.

Por otra parte si b2 es la varianza observada entre los p grupos, nb2
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p−1. Además b2 y w2

son independientes, dado que cada media ȳj es independiente de la varianza w2
j del grupo y
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que sigue una distribución F de Fisher a p − 1 y n − p grados de libertad bajo la hipótesis
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b2/(p − 1)

w2/(n − p)
=

η2/(p − 1)

1 − η2/(n − p)
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distribución del coeficiente r de la muestra es fácil de obtener ye depende del tamaño n de
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n−1
).
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1−ρ), 1√

n−3
).
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njs2
j

σ2
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Consideremos el ejemplo debido a Ronald Fisher (párrafo ??) sobre 3 especies de flores de la
familia de los ”iris”: setosa, versicolor y virǵınica (variable X con 3 modalidades). Se busca
verificar si las 3 especies se distinguen por algunas mediciones. Se usan dos variables: Y1 el
largo del pétalo e Y2 el ancho del sépalo (tabla 6.6).

Especie efectivo Y1 Y2

Media Varianza Media Varianza
Setosa 50 34.280 3.39 14.620 4.30
Versicolor 50 27.700 3.39 42.600 4.30
Virginica 50 29.740 3.39 55.520 4.30

Cuadro 6.6: medias y varianzas

Entre X e Y1 la razón de correlación es igual a η2
Y1|X = 0,40 y entre X e Y2 la razón de

correlación es igual a η2
Y2|X = 0,94. Claramente el largo del pétalo es diferentes de una

especie a otra pero no se puede afirmar nada para el ancho del sépalo. Los resultados del
ANOVA para ambos casos se encuentran en las tablas 6.7 y 6.8. La varianza b2 proviene
de la especie y la varianza w2 se interpreta como un error cuando se supone que las medias
de las 3 especias son iguales. Si bien en ambos casos se rechaza la hipótesis nula (p-valor
nulo), el valor del F es mucho más pequeño en el caso del ancho del sépalo, lo que indica
una relación menos clara.

6.6.3. Ji-cuadrado de contingencia

¿Si dos variables nominales X e Y son independientes, cuales son los valores más probables
del χ2 de contingencia? Como vimos en el párrafo ??,

Q =
∑

ij

(nij −
ni• × n•j

n )2

ni• × n•j
n

Si X e Y son independientes, nij =
ni• × n•j

n para todo par (i, j); en esta caso el estad́ıstico
Q sigue una distribución aproximada de χ2 a (p − 1)(q − 1) grados de libertad, si p y q son
los números de modalidades de X e Y respectivamente.

6.6.4. Coeficiente de correlación de rangos de Spearman

Cuando X e Y resultan de un ordenamiento sin empates, entonces los rangos inducidos por
X ó Y son valores de {1, .., n} y los rangos de uno se obtienen por permutación de los rangos

Fuente n*varianza g.l. n*varianza/g.l. F p-valor
Especie (b2) 1134.493 2 567.247 49.160 0.000
Error (w2) 1696.2 147 11.54
Total (s2) 2830.693 149

Cuadro 6.7: Ancho del sépalo
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Un ejemplo con R 
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•  Correlac.RData 
•  Condtition 1    Condition 2    log-ratio 

1700.3         3500.1    1.0416068 
1800.9                  3487.2    0.9533510 
1811.2                  2798.4   0.6276563 
1793.4         3307.4   0.8830002 
1662.6          3499.2   1.0735840 
1801.9         3001.1            0.7359724 
1699.5         4000.8            1.2351781 
1717.8         3888.5            1.1786517 
1853.7        3011.7            0.7001703 
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•  Grafiquemos	
  
plot(datos[,1],datos[,
2],xlab='condi9on	
  
1',ylab='condi9on	
  
2',main='Relacion	
  cercana	
  a	
  
lineal’)	
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Un ejemplo en R (cont.) 

34 

•  Sigamos:	
  
abline(a=11362.38,b=-­‐4.53,col='red')	
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•  Test	
  sobre	
  correlación	
  lineal	
  
–  cor.test(datos[,1],datos[,2])	
  

	
  

–  Respuesta:	
  si	
  cortamos	
  con	
  0.01,	
  diremos	
  que	
  no	
  hay	
  relación	
  lineal.	
  
–  Otras	
  opciones:	
  

•  	
  tests	
  de	
  Kendall,	
  de	
  Spearman.	
  Otras	
  hip.	
  alterna9cas.	
  

Pearson's	
  product-­‐moment	
  correla9on	
  
	
  
data:	
  	
  datos[,	
  1]	
  and	
  datos[,	
  2]	
  	
  
t	
  =	
  -­‐2.873,	
  df	
  =	
  7,	
  p-­‐value	
  =	
  0.02389	
  
alterna9ve	
  hypothesis:	
  true	
  correla9on	
  is	
  not	
  equal	
  to	
  0	
  	
  
95	
  percent	
  confidence	
  interval:	
  
	
  -­‐0.9403382	
  -­‐0.1397386	
  	
  
sample	
  es9mates:	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  cor	
  	
  
-­‐0.7355946	
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Un ejemplo en R (cont.) 
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•  Test	
  sobre	
  razón	
  de	
  correlación	
  
–  chisq.test(datos)	
  

	
  
	
  

–  Respuesta:	
  
•  Con	
  nivel	
  de	
  significación	
  (p-­‐valor)	
  0.01	
  (y	
  menor)	
  
rechazamos	
  la	
  hip.	
  nula.	
  

•  Concluimos	
  que	
  hay	
  relación	
  funcional	
  entre	
  ambas	
  
condiciones!	
  

Pearson's	
  Chi-­‐squared	
  test	
  
	
  
data:	
  	
  datos	
  	
  
X-­‐squared	
  =	
  206.4382,	
  df	
  =	
  16,	
  p-­‐value	
  <	
  2.2e-­‐16	
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Otro camino: usando información 
mutua 

37 
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de todas estas observaciones es igual a:

s2
y =

1

n

p∑

j=1

nj∑

k=1

(ykj − ȳ)2

Como se puede distinguir las observaciones según la modalidad que toman sobre la variable
X, se puede calcular medias y varianzas en los p grupos inducidos por las modalidades de
X.

Si ȳj es la media de la variable Y sobre las observaciones que toman la misma modalidad j,
la varianza de las observaciones de este grupo es igual a:

w2
j =

1

nj

nj∑

k=1

(yj − ȳj)
2

La variabilidad total de los valores proviene de dos fuentes: la variabilidad al interior de los
grupos y la variabilidad entre los grupos.

Consideramos ω2 la media ponderada de las varianzas de los p grupos: ω2 =
∑

j
nj
n w2

j y

b2 la varianza entre las medias ȳj de los grupos: b2 =
∑

j
nj
n (ȳj − ȳ)2. Considerando que la

media ponderada por los efectivos relativos
nj
n de las medias ȳj es igual a la media total ȳ

(
∑ nj

n ȳj = ȳ) se puede mostrar que:

s2 = β2 + ω2 =
∑

j

nj

n
(ȳj − ȳ)2 +

∑

j

nj

n
w2

j

Si w2 es nula, todas las varianzas w2
j son nulas y todas las observaciones en un mismo grupo

j toman el mismo valor sobre la variable Y , que es igual a la media ȳj del grupo, y en
consecuencias se podrá obtener el valor de un observación sobre la variable Y conociendo
su modalidad sobre X. Se observa en este caso una relación funcional de X hacia Y . Esta
relación permite estimar el valor de Y para una nueva observación conociendo su valor sobre
X.

Al contrario si la varianza entre los grupos b2 es nula, entonces todas las medias ȳj son iguales
a ȳ: no se podrá decir nada sobre el valor de Y conociendo la modalidad de X. No se detecto
ninguna relación funcional de X hacia y. Se deduce el siguiente ı́ndice que permite medir el
grado de asociación de tipo funcional de X hacia Y :

η2
Y |X =

b2

s2
y

Este coeficiente toma valores entre 0 y 1:

η2
y|x = 1 relación funcional estricta

0 < η2
y|x < 1 tendencia funcional

η2
y|x = 0 ausencia de tendencia funcional

La tendencia funcional aumenta con η2
y|x.

•  Indice	
  de	
  información	
  mutua:	
  
– ¿Cuánto	
  de	
  la	
  información	
  de	
  cada	
  variable	
  (X	
  
e	
  Y)	
  es	
  común	
  a	
  ambas?	
  

–  Indice	
  	
  

•  Un	
  paquete	
  en	
  R:	
  c3net	
  (en	
  repositorio	
  
CRAN).	
  

Mutual Information Estimators

Mutual Information and Entropy

Practically its difficult to estimate the marginal and joint probabilities
directly

I(X ,Y ) =
∑

i

∑

j
P(X = xi ,Y = yi) · log

P(X = xi ,Y = yj)
P(X = xi) · P(Y = yi)

Mutual Information is traditionally computed from the joint and
marginal entropy of the random variables

I(X ,Y ) = H(X ) + H(Y )− H(X ,Y )
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de todas estas observaciones es igual a:

s2
y =

1

n

p∑

j=1

nj∑

k=1

(ykj − ȳ)2

Como se puede distinguir las observaciones según la modalidad que toman sobre la variable
X, se puede calcular medias y varianzas en los p grupos inducidos por las modalidades de
X.

Si ȳj es la media de la variable Y sobre las observaciones que toman la misma modalidad j,
la varianza de las observaciones de este grupo es igual a:

w2
j =

1

nj

nj∑

k=1

(yj − ȳj)
2

La variabilidad total de los valores proviene de dos fuentes: la variabilidad al interior de los
grupos y la variabilidad entre los grupos.

Consideramos ω2 la media ponderada de las varianzas de los p grupos: ω2 =
∑

j
nj
n w2

j y

b2 la varianza entre las medias ȳj de los grupos: b2 =
∑

j
nj
n (ȳj − ȳ)2. Considerando que la

media ponderada por los efectivos relativos
nj
n de las medias ȳj es igual a la media total ȳ

(
∑ nj

n ȳj = ȳ) se puede mostrar que:

s2 = β2 + ω2 =
∑

j

nj

n
(ȳj − ȳ)2 +

∑

j

nj

n
w2

j

Si w2 es nula, todas las varianzas w2
j son nulas y todas las observaciones en un mismo grupo

j toman el mismo valor sobre la variable Y , que es igual a la media ȳj del grupo, y en
consecuencias se podrá obtener el valor de un observación sobre la variable Y conociendo
su modalidad sobre X. Se observa en este caso una relación funcional de X hacia Y . Esta
relación permite estimar el valor de Y para una nueva observación conociendo su valor sobre
X.

Al contrario si la varianza entre los grupos b2 es nula, entonces todas las medias ȳj son iguales
a ȳ: no se podrá decir nada sobre el valor de Y conociendo la modalidad de X. No se detecto
ninguna relación funcional de X hacia y. Se deduce el siguiente ı́ndice que permite medir el
grado de asociación de tipo funcional de X hacia Y :

η2
Y |X =

b2

s2
y

Este coeficiente toma valores entre 0 y 1:

η2
y|x = 1 relación funcional estricta

0 < η2
y|x < 1 tendencia funcional

η2
y|x = 0 ausencia de tendencia funcional

La tendencia funcional aumenta con η2
y|x.

Se	
  calcula	
  por	
  entropias:	
  
	
  
	
  
	
  
	
  

Mutual Information Estimators

Indirect estimation of Mutual Information

The information measure is traditionally computed from the marginal
and joint entropy measures of the random variables X and Y :

I(X ,Y ) = H(X ) + H(Y )− H(X ,Y )

The marginal entropy for a random variable X is defined by:

H(X ) =
∑

P(X = xi) · log(P(X = xi))

The joint entropy H(X,Y) is defined by:

H(X ,Y ) =
∑

i ,j
P(X = xi ,Y = yi) · log(P(X = xi ,Y = yi))

Frank Emmert-Streib and Ricardo de Matos Simoes Statistical Inference of Regulatory Networks 60

Mutual Information Estimators

Indirect estimation of Mutual Information

The information measure is traditionally computed from the marginal
and joint entropy measures of the random variables X and Y :

I(X ,Y ) = H(X ) + H(Y )− H(X ,Y )

The marginal entropy for a random variable X is defined by:

H(X ) =
∑

P(X = xi) · log(P(X = xi))

The joint entropy H(X,Y) is defined by:

H(X ,Y ) =
∑

i ,j
P(X = xi ,Y = yi) · log(P(X = xi ,Y = yi))

Frank Emmert-Streib and Ricardo de Matos Simoes Statistical Inference of Regulatory Networks 60

Mutual Information Estimators

Indirect estimation of Mutual Information

The information measure is traditionally computed from the marginal
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∑
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∑
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Estimando información mutua 
(cont.) 

39 

Resultados:	
  
	
  
	
  
	
  

Mutual Information Estimators

The marginal entropies for Gene A and Gene B

Gene A 2 1 3 2 1 1 3 3 1 3
Gene B 1 2 2 3 1 3 3 1 1 3

H(GA) = −
((

2
10 · log 2

10

)

+

(

4
10 · log 4

10

)

· 2
)

= 1.52

H(GB) = −
((

2
10 · log 2

10

)

+

(

4
10 · log 4

10

)

· 2
)

= 1.52
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Estimando información mutua. 
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Respuesta:	
  
	
  
	
  
	
  

Mutual Information Estimators

Empirical joint probability matrix

bins B1 B2 B3
B1 2/10 1/10 1/10
B2 1/10 0 1/10
B3 1/10 1/10 2/10

H(GA,GB) = −
((

1
10 · log2

1
10

)

· 6+
(

2
10 · log2

2
10

)

· 2
)

= 2.92

Mutual information is computed by:

I(GA,GB) = H(GA) + H(GB)− H(GA,GB) = 0.12
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Es Baja?: distintas metodologías de decisión. 
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Información mutua con R 

41 

•  Paquetes:	
  infotheo,	
  minet	
  
•  Datos:	
  los	
  ocupados	
  para	
  correlación	
  
•  info.mutua.datos=build.mim(datos,	
  es9mator	
  =	
  "spearman",	
  disc	
  =	
  

"none",	
  nbins	
  =	
  sqrt(NROW(datos)))	
  
	
  	
  
	
   	
   	
  Cond99on	
  1	
   	
  Condi9on	
  2	
   	
  log-­‐ra9o	
  
	
  Cond99on	
  1	
  	
  	
  	
  0.0000000	
  	
  	
  	
  0.549723	
  	
  	
  	
  	
  	
  0.7576956	
  
	
  Condi9on	
  2	
  	
  	
  	
  	
  0.5497230	
  	
  	
  	
  0.000000	
  	
  	
  	
  	
  1.3624287 	
  	
  

	
  	
  	
  log-­‐ra9o	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  0.7576956	
  	
  	
  	
  1.362429	
  	
  	
  	
  	
  	
  0.0000000	
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Ejemplos de inferencia de redes 
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•  Redes	
  de	
  regulación	
  génica	
  (ejemplo)	
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Inferencia 
de redes de 
regulación 

génica 
(cont.) 

43 
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Ejemplos de inferencia de redes 
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•  Redes	
  de	
  asociación	
  microbiómica	
  (ejemplo)	
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Redes de asociación microb. (cont) 
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¿Qué tan difícil es inferir una red? 

46 

Requetecontra	
  
di~cil	
  !!!	
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Complejidad computacional 

47 

	
  
P	
  vs.	
  NP	
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Complejidad computacional 

48 

El	
  Problema	
  del	
  vendedor	
  
viajero:	
  The	
  Travelling	
  
Salesman	
  Problem	
  (TSP)	
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Complejidad computacional 

49 

Reduciendo	
  un	
  problema	
  a	
  
otro	
  



Reduciendo	
  
problemas	
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Complejidad computacional 
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•  P	
  dis9nto	
  de	
  NP?	
  
– Se	
  asume	
  

•  Hay	
  problemas,	
  NP-­‐completos	
  que:	
  
– Todos	
  se	
  reducen	
  a	
  ellos,	
  
– Asi	
  si	
  los	
  puedo	
  resolver	
  en	
  9empo	
  polinomial	
  
entonces	
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Complejidad computacional 
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Encontrar	
  la	
  red	
  biológica	
  
se	
  reduce	
  a	
  resolver	
  el	
  

TSP	
  !!!	
  
	
  

Se	
  necesitan	
  heurís9cas	
  	
  



Una	
  heurís9ca	
  bio-­‐inspirada	
  



Otros	
  problemas	
  piológicos	
  NP-­‐
completos	
  

•  Acuña	
  et	
  al.	
  2010	
  	
  



Otros	
  problemas	
  piológicos	
  NP-­‐
completos	
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Como modelar redes de 
regulación? 

•  Redes booleanas.  
•  Modelos continuos: 

– Ecuaciones diferenciales. 
– Ecuaciones en derivadas parciales.  

•  Modelos estocásticos:  
– Redes probabilistas. 
–  Inclusión de factores estocásticos. 

•  Combinando diferentes tipos. 
58 
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Redes booleanas 
•  Nodos: (gen) prendido o apagado 
•  Aristas (arcos): como funcion booleana. 
•  Versión simple: influencia positiva o negativa. 

59 

3
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Redes booleanas: ejemplo 

60 

This research seeks to develop an algorithm for the automated study of the 
dynamics of gene networks modeled as probabilistic Boolean networks (PBN). 
Particularly, it is our great interest to address the problem of intervention. For 
reaching these goals, we want to explore the use of model-checking techniques. 
Given that PBNs are normally analyzed with Markov chain theory, the integration of 
Model checking algorithms for continuous-time Markov chains and PBNs will provide 
a powerful means for the simulation of gene network dynamics. 

ABSTRACT 1 

Continuous-time Markov Model Checking for Gene Networks 
Intervention  

Marie Lluberes – Ph.D. Student  Prof. Jaime Seguel – Advisor 
marie.lluberes@ece.uprm.edu  jaime.seguel@upr.edu   

CISE Program – University of Puerto Rico, Mayagüez Campus 

PBNs make an ideal model representation for genetic networks. CTMC are used to 
model and study the dynamics of PBN. Also, CTMC have been widely used to 
determine system performance and dependability. CSL can be used as a model-
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4 MODEL CHECKING 

For a CTMC M, two major types of state probabilities are distinguished:  
1. Transient-state probabilities where the system is considered at a given time 

instant t.   
   !M (!,s’,t) = Pr!{ " ! PathM | "@t = s’} 

1. Steady-state probabilities where the system is considered “on the long run,” i.e., 
when equilibrium has been reached. 
   !M (!,s’) = limt " # !M (!,s’,t) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Once we have obtained the model M of the system under consideration and 
specified the constraint on the measure of interest in CSL by a formula !, the next 
step is to model check the formula (adapted from CTL): in order to check whether 
state s satisfies the formula !, we recursively compute the set Sat(!) of states that 
satisfy ! and, finally, check whether s is a member of that set.  
 
A very high-level algorithm would look as follows: 
 Input: PBN, state s, measure m, constraint c 
 Do: 
  Determine Bottom Strongly Connected Components (BSCC) of PBN. 
  If s isn’t in some BSCC 
   Output “State specified doesn’t reach steady state”.  
   Stop. 
  Else continue. 
  Compute transition probabilities to state s. 
  Use constraint c to compare computed probabilities with m. 
  If constraint is met with some probability p 
   Output “The condition is met with probability p”.  
   Stop. 
  Else  
   Output “The system doesn’t meet the desired condition”.  
   Stop. 

Markov chains 

Continuous Stochastic Logic (CSL) 

Lets assume that a gene can get independently perturbed with probability p by a 
random perturbation vector $ � {0, 1}n. Then, the next state x’ is given by: 
 
 
 
 
We consider a deliberate perturbation as an intervention. 
 
The state-transition matrix is computed by:  
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2 MODEL SELECTION 
 

A Boolean network G(V, F) is defined by a set of nodes (genes) V = {x1, ..., xn}, and a 
list of Boolean functions F = (f1, ..., fn). Each xi � {0, 1}, i = 1,..., n is a binary variable 
and its value at time t +1 is determined by the values of some other genes at time t 
by means of a Boolean function fi � F.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

We need to discover associations between variables using a coefficient of 
determination (COD), which measures the degree to which the expression levels of 
an observed gene set can be used to improve the prediction of the expression of a 
target gene relative to the best possible prediction in the absence of observations. 

 

 

 

A PBN is a G(V, F) where F = (F1, ..., Fn), and each Fi = {f1
(i), ..., fl(i)

(i)} is a set of 
Boolean functions representing the “top” predictors for that target gene. At each point 
in time or step of the network, the function fj

(i) is chosen with probability cj
(i) to predict 

gene xi .  
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(a) steady-state availability S!p (up) 
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In our approach we will use a constant matrix as Chen et al. and De Hoon
et al. to define the dynamic of the system, but we will use different matrices
in different regions of the state space to capture all possible kinds of the gene
regulatory system´s behaviour.

4 Development of Our Model

As large amounts of microarray data are available, our model will be built
on the basis of such mRNA data, but it will be extendable if other data -
e.g. data about protein or metabolite concentrations- can be acquired. Other
already known information like knowledge of some gene regulations, rates of
degradation of some mRNA molecules and the maximal possible number of
regulating genes for one gene can be integrated as known parameters into the
model as well.
If we concentrate on mRNA data, we will not distinguish between the mRNA
molecule and the corresponding proteins using different variables for their
concentrations, instead we will use just one variable for the mRNA concen-
tration, assuming that the proteins are approximated with this variable, too
[23,13]. But we have to keep in mind, that this approximation can be some-
times very poor, e.g. if we have to deal with post-transcriptional regulations
of gene expressions. As we already mentioned in Section 2, the fraction of
post-transcriptional regulations is much lower in procaryotes than in eucary-
otes, which is the reason why we focus on procaryotes.
The small system shown in Figure 1 can therefore be illustrated in a simplified
way (see Figure 2).

Figure 2. A simplified model of gene regulation; xi,
i = 1, 2, 3 are variables for mRNA concentrations

The dynamic of the system can be described by the following system of equa-
tions [5].

ẋ1 = k1,1 · h+(x1, θ1,1, m1,1) + k1,3 · h−(x3, θ1,3, m1,3) − γ1x1

ẋ2 = k2,1 · h−(x1, θ2,1, m2,1) − γ2x2

ẋ3 = k3,1,2 · h+(x1, θ3,1, m3,1) · h+(x2, θ3,2, m3,2) − γ3x3

The parameters γ describe the degradation rates of the particular mRNA
molecules. The parameters k are rate constants, e.g. the parameter value ki,j

is equal to the maximal expression rate of gene i if the mRNA of gene j reaches
a concentration level of maximal influence, and the parameter value ki,j,l is
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equal to the maximal expression rate of gene i if the mRNA of gene j and
gene l both reach their concentration levels of maximal influence. Certainly,
there can exist more than only one or two regulating variables. The functions
h+(x, θ, m) and h−(x, θ, m) are sigmoidal functions between zero and one as
shown in Figure 3.

Figure 3. Hill functions
h+(x, 10, 8) and h−(x, 10, 8)

Initially, the expression rate of the influenced gene increases only slowly with
increasing expression of the influencing gene(s). Then, the influence becomes
rapidly stronger and finally it reaches again slowly its maximum. Yagil and
Yagil [29] gave evidence for such a sigmoidal behaviour. Hill curves can be
described as h+(x, θ, m) = xm

xm+θm and h−(x, θ, m) = 1 − h+(x, θ, m), with
θ describing a threshold, where the maximal production rate is at its half,
and m > 0 explaining the steepness of the curve. The larger m becomes,
the steeper is the curve. The function h+(x, θ, m) describes activation of gene
expression, whereas h−(x, θ, m) describes an inhibition. The most popular ap-
proach to simplify these Hill functions is comparable with the Boolean net-
works approach which only distinguishes between ON or OFF regulation (see
Subsection 3.1). The Hill function is approximated by a step function [5]

h+(x, θ, m) ≈ s+(x, θ) =






0, x ≤ θ

1, x > θ
and h−(x, θ, m) ≈ s−(x, θ) =






1, x ≤ θ

0, x > θ

Regarding the thresholds in the state space, the dynamic of the system can be
described very easily in between such thresholds. Hyperplanes, characterized
by the thresholds, divide the state space into cuboids. For example, the system
of differential equations can be written as

ẋ1 = k1,1 − γ1x1

ẋ2 =−γ2x2

ẋ3 =−γ3x3

for x2 < θ3,2, x3 > θ1,3 and x1 > θ1,1, θ2,1, θ3,1. Here, in such cuboids of the
state space, one can easily make statements about the behaviour of the system
[6].
Unfortunately, these statements are only of qualitative nature as described in
Subsection 3.1, but it is also interesting to get some quantitative information.

9

Miden como responde la activación (inhibición) de un gen 
en función de la expresion del otro. 
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Therefore, we want to use a refined approximation of the Hill function. Our
suggestion is to approximate the Hill function by a piecewise linear function,
which also regards the important part between no activation/inhibition and
full activation/inhibition:

h+(x, θ, m) ≈ l+(x, θ1, θ2) =






0 x < θ1

ax + b θ1 < x < θ2

1 θ2 < x

with a > 0, b < 0

and in the same way for l−(x, θ1, θ2) = 1 − l+(x, θ1, θ2).

Figure 4. Piecewise linear func-
tions l+(x, 7, 15) and l−(x, 7, 15)

This results in the following model for Example 2 shown in the beginning of
this section:

ẋ1 = k1,1 · l+(x1, θ1,1,1, θ1,1,2) + k1,3 · l−(x3, θ1,3,1, θ1,3,2) − γ1x1

ẋ2 = k2,1 · l−(x1, θ2,1,1, θ2,1,2) − γ2x2

ẋ3 = k3,1,2 · l+(x1, θ3,1,1, θ3,1,2) · l+(x2, θ3,2,1, θ3,2,2) − γ3x3

If we finally want to get a piecewise linear model to keep our parameters
calculable, we need to make a simplification. If a complex regulates the gene
expression, i.e. we have a multiplication of two or more piecewise linear func-
tions, we make again a linear approximation:

l+1 (x1, θ1,1, θ1,2) · l+2 (x2, θ2,1, θ2,2) · ... · l+k (xk, θk,1, θk,2) ≈





0 for xi < θi,1 for any i ∈ {1, ..., k}

a1xj1 + a2xj2 + ... + alxjl
+ b for xi > θi,2 for i ∈ {1, ..., k} \ {j1, ..., jl} and

θm,1 < xm < θm,2 for all m ∈ {j1, ..., jl}

1 for xi > θi,2 for all i ∈ {1, ..., k}

with ai > 0, i ∈ {1, .., l} and b < 0 and in the same way for other reg-
ulations by complexes. This approximation is often described in literature
as the additivity assumption of gene regulation. Again, the dynam-
ics of the system can be described very easily in between thresholds, e.g. for
θ1,1,1 < x1 < θ1,1,2, θ1,3,1 < x3 < θ1,3,2, x1 < θ2,1,1, x1 > θ3,1,2, θ3,1,2 < x2 < θ3,2,2:
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as the additivity assumption of gene regulation. Again, the dynam-
ics of the system can be described very easily in between thresholds, e.g. for
θ1,1,1 < x1 < θ1,1,2, θ1,3,1 < x3 < θ1,3,2, x1 < θ2,1,1, x1 > θ3,1,2, θ3,1,2 < x2 < θ3,2,2:

10

Simplificaciones de la función de 
Hill: orden 1 
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Maneras de incluir aleatoriedad 

•  Redes booleanas probabilistas: 
– Función de cambio (al pasar de t a t+1) que 

lleva a distintos estados con diferente 
probabilidad. 

•  En modelos continuos: 
– Agregando expresiones de ruido. 
– En ecuaciones diferenciales: adición de 

ruido blanco “browniano”. 
65 
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Combinando diferentes tipos de 
modelos 

66 

•  Uso	
  de	
  modelos	
  híbridos.	
  
•  Teoria	
  de	
  Sistemas	
  hibridos	
  (Assar,	
  2011).	
  
•  Idea	
  de	
  Systems	
  Biology	
  (Kitano,	
  2002).	
  
•  Repositorios	
  de	
  modelos:	
  

– Especificaciones	
  en	
  formato	
  SBML	
  

•  Vamos	
  a	
  un	
  ejemplo:	
  diferenciacion	
  entre	
  
celulas	
  de	
  hueso	
  y	
  grasa.	
  

	
  
	
  

94 CAPÍTULO 6. ASOCIACIÓN ENTRE DOS VARIABLES

de todas estas observaciones es igual a:

s2
y =

1

n

p∑

j=1

nj∑

k=1

(ykj − ȳ)2

Como se puede distinguir las observaciones según la modalidad que toman sobre la variable
X, se puede calcular medias y varianzas en los p grupos inducidos por las modalidades de
X.

Si ȳj es la media de la variable Y sobre las observaciones que toman la misma modalidad j,
la varianza de las observaciones de este grupo es igual a:

w2
j =

1

nj

nj∑

k=1

(yj − ȳj)
2

La variabilidad total de los valores proviene de dos fuentes: la variabilidad al interior de los
grupos y la variabilidad entre los grupos.

Consideramos ω2 la media ponderada de las varianzas de los p grupos: ω2 =
∑

j
nj
n w2

j y

b2 la varianza entre las medias ȳj de los grupos: b2 =
∑

j
nj
n (ȳj − ȳ)2. Considerando que la

media ponderada por los efectivos relativos
nj
n de las medias ȳj es igual a la media total ȳ

(
∑ nj

n ȳj = ȳ) se puede mostrar que:

s2 = β2 + ω2 =
∑

j

nj

n
(ȳj − ȳ)2 +

∑

j

nj

n
w2

j

Si w2 es nula, todas las varianzas w2
j son nulas y todas las observaciones en un mismo grupo

j toman el mismo valor sobre la variable Y , que es igual a la media ȳj del grupo, y en
consecuencias se podrá obtener el valor de un observación sobre la variable Y conociendo
su modalidad sobre X. Se observa en este caso una relación funcional de X hacia Y . Esta
relación permite estimar el valor de Y para una nueva observación conociendo su valor sobre
X.

Al contrario si la varianza entre los grupos b2 es nula, entonces todas las medias ȳj son iguales
a ȳ: no se podrá decir nada sobre el valor de Y conociendo la modalidad de X. No se detecto
ninguna relación funcional de X hacia y. Se deduce el siguiente ı́ndice que permite medir el
grado de asociación de tipo funcional de X hacia Y :

η2
Y |X =

b2

s2
y

Este coeficiente toma valores entre 0 y 1:

η2
y|x = 1 relación funcional estricta

0 < η2
y|x < 1 tendencia funcional

η2
y|x = 0 ausencia de tendencia funcional

La tendencia funcional aumenta con η2
y|x.
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Modelo de formación hueso/grasa a partir de células
precursoras ([en revisión])

Diferenciación osteo-adipo (usando [Schittler et al., 2010]).

• xP Progenitores :
OCT4 o SOX2, .

• xO Osteoblastos :
RUNX2.

• xA Adipocitos : gen
PPAR�.

• Coeficientes de
modo : zD , zO , zA.

Estímulos externos :
• Osteogénico : la vía Wnt (modelo en [Kim et al., 2007]),
• Adipogénico : activación de PPAR� [modelo estocástico],
• Apoptótico : incremento de homocysteine [Kim et al., 2006].
• División : cinética de MPF [Tyson, 1991].

107 / 138

Assar	
  et	
  al.	
  2012	
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DIFFERENTIATION MODEL

State variables:  x
P

, x
O

, x
A

Constants:  n, a
A

, b
P

, m
P

, c
PP

, a
O

, b
O

, m
O

, c
OO

, c
OA

, c
OP

, 

a
A

, b
A

, m
A

, c
AA

, c
AO

, c
AP

, k
A

Input parameters:  z
D

, z
O

, z
A

, k
P 

,k
O

, k
A 

,a
P

Dynamics:

STIMULI MODELnormal_β/TCF=8.81

Transitions:

DIFF. STIMULUS |-  DIFFERENTIATE  ->  z
D

=1.0

β/TCF = 1.1 * normal_β/TCF |- ACTIVE  WNT -> z
O

=0.8

ADIPOCYTE STIMULUS |-  ACTIVE PPARγ  ->  z
A

=0.8

period(M)|- PROGENITOR DIVISION -> a
P

APOPTOSIS SIGNAL |- INC. PROG. DEATH -> k
P

=1.41* k
P

APOPTOSIS SIGNAL |- INC. OSTEO. DEATH -> k
O

=1.47* k
O

 APOPTOSIS
by Hcy

TIME~ Exp(0.0005)

TYSON
WNT

M β/TCF

  z
D

, z
O

, z
A

, k
P 

,k
O

, k
A

, a
P

DIFF.
STIMULUS

TIME~ Exp(0.01)

PPARγ
TIME~ Exp(0.0005)

APOPT.
SIGNAL

ADIPO.
STIMULUS

DIFF.
STIMULUS

TIME [min]

Activation 
osteoblast
 lineageActivation

 adipocyte
 lineage

Activation of 
differentiation

Progenitors
rel. to initial number
[%] Activation of differentiation

Increase of progenitor death

β-cat./TCF
high

TIME [min]

Osteoblasts
rel. to initial
Progenitors
[%]

TIME [min]

Activation of osteoblast lineage

Adipocytes
rel. to initial
Progenitors
[%]

TIME [min]

Activation of adipocyte lineage
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Inferencia y simulación de redes 
con información mutua (c3net) 

69 

•  Vamos	
  con	
  R	
  de	
  nuevo	
  
– paquete	
  c3net.	
  

•  Códigos	
  en	
  tes9ng_c3net.R	
  


