1. Sistemas Lineales e Invariantes a la Traslacion

1.1 Motivacion de las imagenes digitales
éQué es una imagen digital?

¢Es un arreglo de pixeles?

Vecino mds cercano

¢ Funciones :
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Funcion 1D

Detalle de una imagen digital

Modelo basado en pixeles
(constante por area cuadrada)

El hecho que se trabaja con imagenes digitales tiene que ser considerado al

momento de implementar el procesamiento de esas imagenes.

Modelo mayor continuidad

1.2 Las funciones sinusoidales

¢ Onda plana (viajera) que avanza en el espacio
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Esta representada por la funcion:

o
o

f(x,t) = sin(wt — kx), c=w/t

Frecuencia: es la cantidad de ciclos que se repite una funcidn sinusoidal en

un intervalo determinado

_t gy A sin 21t
Frecuencia A /\ /\ /\ /\ !
Angular: @ =21 T [T%/seq] H \\./ U \\/ \\./ t

Temporal: v = 1/; [@(’)Hertz] %/\ /li_l?\ Asm"'—"r"

Espacial: k = 27/, [22d i \/ \/ v x

Representacion de una sefial en base a sinusoides:
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fg(X) = Ag Sin(kfx + 9{) , k[ = 'gko

¢ Amplitud e Fase




1.3 Series de Fourier y Transformacion Discreta de Fourier

1.3.1 Series de Fourier
Composicion de una seial (series de Fourier):

Flx) = Z folx) = Z Apsin(lox +6,),  ky = kg

{EL L€

Ejemplo: Una funcién continua puede R
descomponerse en diferentes
funciones sinusoidales

v T

amis

Estas funciones sinusoidales se
indexan por la frecuencia kwy,
especificando

la amplitud Ay = +/(ar)? + (br)?

ylafase ¢, = arctanby/a;

Una serie de Fourier se define en base a una suma de armonicos (multiplos de
una frecuencia base) de funciones periddicas (sinusoidales o exponenciales
con exponente imaginaria).

fx) = Z ay cos(kwox) + by sin(kwyx) fx) = Z Cpekwox
K€L, kez
funciénreal f:R—> R ay, b, €ER funcién compleja f:R > C ¢, €C
21

El espacio def es el de las funciones periddicas, cuyo periodoes T = o
0

Notar que ésta forma de representacién aparte de ser periddica, es
también lineal.

1.4 Sistemas Lineales e Invariantes a la Traslacién (LIT)
1.4.1 Sistemas lineales g(x) = S‘C(f(x))

Linealidad  Si {1: R-C |, R\np# j<:¢\,¢;] <, <€ 9,
K s fald) + 4o 005 = < X007+ <5 1L

entonces K es una operacion lineal

En general, si 5“. (,(): j< (‘L(,()) . = - N
Para la linealidad v
(Zrapte) = £ g9

1= Kla,g) {l) dy

De hecho
JHs) Zes by = S [ Flus) o)ty
- z < 4%

cumple con la condicion de linealidad
La version discreta g [0\3 - Z K [m, Q] *{[LJ
(R

La versidn matricial ﬂ,,]
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1.4.2 Sistemas invariantes a la traslacion

g(x —xo) = .’K(f(x - xo))

Al reemplazar la linealidad en la invariancia a la traslacién en la parte derecha:

LIK (x,4) £(y-x) dly :fﬂ K(x,gw.,) H5)dy
Mientras que en la izquierda Jﬂ % (x- )tp} o"’) i[(]) = g (x—xo)

Para cumplir con la invariancia a la traslacién y despreciando las

condiciones de borde K ()(l ‘j 4-)(0) = k LX = Xo, 9)

Por esta razén, K(le) = h (3(“9)
Enefecto K (X, yira) 2 h(x =fy +0)) = M(xu@) - 3) =K ()M.Ili)

Por lo tanto para un sistema Lineal e Invariante a la Traslacion (LIT):

900= | hlxy) 4l dy

La versién discreta 3[..0 = Z“ "L E“‘.'C:] “1] :L%}\ [1] {[m-l]

Lén

La version matricial

f[‘] ) o /[4] Matrices con m

- l[ﬂ]l\[o] Ay -~ , diagonales
AI-1) wLoT ALY ;
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1.5 Convolucion
se define como la operacidn convolucién * como

9 =h® () = f hGx - Y)f () dy

1.5.1 Identidad en la convolucion

Secumplesi f ® 6(x) = f(x)

Delta de Dirac

® oo f Zéwi&-mzﬂx,)

f_oooo §(x)dx =1 Normalizacién

Ile)= 0 ™ x%o 3

Identidad en version vectorial

1% =% tn L =|747
9.-’11

1.5.2 Respuesta al impulso (funcién de transferencia)

A® Ile)= hix) & k
W § ry= 4 x) LA

h(x) viene a ser el Point Spread Function (psf)




1.5.3 Conmutatividad

La convolucidn tiene la propiedad de conmutatividad
h® f(x)=f ® hx)

Dem:

h®{(x) = [0 Aly) flc-y)dy =] 4 (p)hla-5)ay
= @ hlx)

1.5.4 Asociatividad (bloques) ,f
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g[x) = }lZ@A, ® { [x) \U//L !
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Notar que el orden de los
sistemas se puede intercambiar , 'llz, -I\,l %

debido a la conmutatividad

1.6 Transformacion de Fourier

1.6.1 Procesamiento de sistemas LIT

Se tiene un sistema H %(7&)

(
siendo ® la convolucién — }L()“) @ _@

900 =h® f(x) = f hGx - Y)f ) dy

usando fx)=el®x | j=+/-1

Fr= [kt ey = J7 aly) € Py

= eéw)x J:""'(J) e"')w}o(,? . ﬁdw" H( W)
) L —J o~

entrada valor C

[00]
con la transformacion de Fourier |H(w) = f h(x)e /" dx

Valor

A® \ /H(w) propio

. A [
.. f(x) = €/“* es una funcion propia H{ = A ‘_

donde H(w) son los valores propios correspondientes

21

[ee]
La transformacion inversa de Fourier es |h(x) = —f H(w)el®* dw
— 00




1.6.2 Propiedades traslacion de la Transformacion de Fourier Escalamiento

«‘-(, X-¥,) é F ( W) 6\"’ W Xo Desplazamiento 4 ta)c) PN ]%_' F é%}_ ) Nx\ M“
e

-é ()() e,J we® 639 F (W“Wﬂ) Desplazamiento

en frecuencia

Ejemplo: una funcién gaussiana
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Ejemplo del efecto de traslacion: Amplitud original y desplazada
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Sefial Desplazada

Amplitud en el espacio de Fourier 2D




1.6.3 Ejemplos de Transformaciones de Fourier

a) Delta de Dirac

F % Jwx -
(A [owe™de=e"" 4
x =0

b) Respuesta al escaldn Por la transformada de una integral de una funcién

(Heaviside) i T
v ut) = {0750 <= (jiw+n5(w)>1
X
= :'J J’(Z)dlz 1
-0 /W
¢) Funcion Rectangular . ! .
r N radx,tx)zuxm)-%(&«n) -t
- > N Y\
T O kg x $ T o 94%

Rech, (1) =27 (L)€ (55 +790) = 20 st )

por simetria

(Dualidad) T (x) Fsor 4( w)

d) Funcion sinc:

2 smelkn) <> oo, (w)

por lo tanto

(Por dualidad y

1 é_% 27 5.(_00) transf. Delta Dirac)

e) Funcidén constante

f) Funcién exponencial como&(x) e;‘w'*é{; E [w,w’)
ot et s oy T (w-ws)

entonces @
(o Wo % <—> ’(J'(w w.)d'(w#m)) —li?

F
S%wo X H J}; (6‘("_ “,o),y(w,;w.))

Para el caso del coseno
o = $((%C7) -

Y del seno M-;’k(@ﬁ~€y) :
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g) Tren de pulsos

Si se tiene un tren de 2N+1 pulsos

2N+1 pulsos espauados en T

Sy (x) = Z §5(x +nT)

$ n=—n
J (ZNH)WT

Du w) Z- L)fan Z’ (Jw-) -JMW 1——%
9.=—~4\f -e
D) = sen {(N :— %) Ta)}
sen(jT(u)
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Caso limite N =00

J‘—(x)—- /6/!3?;;« J;/(")

!

D(w) = I\l]i_)rrgoDN(a)) = z 6(w —nwgy) Tren de pulsos
nez wo = 21/T

Tren de pulsos infinito con
espaciamiento T
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1.7 Series de Fourier y Transformacion Discreta de Fourier

1.7.1 Series de Fourier

Al definir una serie de Forier como f(x) = 3}, ., Cre/ @0,

siendo una funcién compleja f: R - C ¢, € C. El espacio def es el de las
2

funciones periddicas, cuyo periodoes T = o
0

F
Ocurre que si tenemos el par de Fourier f(x) ©F(w)

Entonces la relacién sera
2m =
Cy = ?F(kwo) y fx) =Y flx +nT)
Por esta razon, al utilizar versiones discretas en el espacio de Fourier, en el
espacio de la funcién original, ésta es periddica.

Volviendo al problema del tren de pulsos, si tenemos una funcidn continua

F _
que es aperiddica f,(x) © Fy(w), la version periodizada f se puede obtener

como [{x"%l'(-x”ﬂ— E J ‘;(‘L x--ml )d«i
Tle)= [0 4) 7E3h = {87 (4

I s — Discretizaciéon en

7_: w)= Fol w) D ( “’) = la frecuencia
\ Llx) %,
\_ = 4
. |F\|b|
I \ _,r"l/T I\T t
-T y 4

Pues hay que aplicar la propiedad de Fourier de f1(x) ‘iF1 (w)

F
oF.
fi® fo(x) <9—D>F1(w) Fy(w) fo(x) ©F,(w)

1.7.2 De las series de Fourier a la Transformada Discreta de Fourier

Si consideramos f(x) = )., _, Crelk®o*

y siendo N un entero arbitrario. Definimos T; = T/y, para discretizar x

f(mT,) = ZkEZ CrekwomTs = ZkEZ CkWI\’Icm' Wy = e/@T1 = e/2m/N
Wy

Donde se periodiza en frecuencia o y se tiene la
discretizacion del circulo unitario (en el espacio C)

Wy es la enésima raiz de 1, y puede ser escrita como k=n+rN
\
conr € Zyne [0, N-1], por lo que km o Nrm nm
Wy = WN N W}/

Por lo tanto

- v @ M N-4 nm
foi)= 2 22, Cort W= 20" 2 Conen)

_ . —
= Z ]"/N Cné/' Coeficientes con aliasing

m=0

. -t _ n
F ('mT' )z%‘i F (nwo) W

-

Wy =e/2t/N  m=0,.. N1

Teorema
T_/A/) wg \> (A), Nwo

fundamental con

f(x)=Zf(x+nT) y F(w)zZF(w+mw1)

nez MmeZ

y utilizando ¢,, = f(nTy), Cy = F(kT)

La transformacion N1 y la transformacion  y_
discreta de 6 =N g pone inversa _1 Z
Fourier es k= tn Wn N
n=0 k=0
DFT




1.7.3 Ejemplo pulso cuadrado
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Funcion no
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Muestreo

Series Fourier (discretizacién frecuencia)
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U= 27 Funcion periddica
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Funcion discreta periodica
(serie discreta de Fourier)

1.7.4 Ejemplos de la serie de Fourier

e Caracteristicas de amplitud de algunas imagenes 2D
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(a) Barbara (b) Baboon
¢ Periodicidad de la funcién representada por series de Fourier

Por lo tanto, al obtener la transformada de Fourier de un segmento de la
imagen, hay que considerar que esta imagen es periddica

~ Sefial original Transformacién de Fourier 2D
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