. Procesamiento Digital

Una formulaciéon general para las series de Fourier es

fO) = Lkenck Pr(x)

donde se utiliza otro tipo de funcion ¢ diferente a las funciones sinusoidales.

2.1 Interpolacidén
Se puede expresar una funcion continua en términos de valores equi-

espaciados (shift-invariant space) 1((.]

f(b(x) = Z f(kT) ) (%(x _ kT)) ﬁ) m
k=—o0 l

fo(-) es la funcién interpoladora i , . —

¢(-) es la funcién base que interpola ( T ¢ T ! N U X

Condicién para la funcién base

1n=0
interpoladora (funcién cardinal) ¢(nT) = 6[n] = {0 n =0

J. .4
sinwe & T T

X

Ejemplo:si ¢p(x) =

-2

Otra posibilidad: interpolacién con funciones B-spline
Vecino mas cercano: @(x) = recti,(x) =u(x +1/;) —ulx —1/3)
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1+x —-1<x<0
Interpolacion lineal: ¢(x) = Triang;(x) =51 —-x 0<x<1
0 ~

1 o ’ b N
e A \ . \
. N D 4 ~
R VAR - 7 N
} 4 : N \. S 4
+ L t
1

N
£3

—

2.2. Tren de pulsos

Si se tiene un tren de 2N+1 pulsos

il

2N+1 pulsos:espaciados enT

N
Sy (x) = Z §5(x +nT)

i]: n=—n
N

N - am . — \ (ZIWI)WT
'\IanN Wi -iNwT -2
DN( W) :mé:{e B ’h;;/ﬁe ) =€ - e.in
D) = sen {(N:—%) Ta)}
sen(zT(u)
NN A VA \ -
AR VA
T

Caso limite N - oo
§(x) = gim oy (x)

!

D(w) = I\l]i_)rrgoDN(a)) = z 6(w —nwgy) Tren de pulsos
nez wo = 21/T

Tren de pulsos infinito con

espaciamiento T
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2.3 Muestreo o discretizacion

Supongamos que se tiene una funcion f:R - R y su tranformacidn de Fourier

T = T
I X = I

)

Al multiplicar la funcidn f por un tren de pulsos, se genera una funcién f,, la
transformacion de Fourier Fg, es la convolucidn de F(w) con un tren de pulsos.
Pues la transformacidn de un tren de pulsos es un tren de pulsos, y la
transformacién de Fourier de una multiplicacién de 2 funciones es la
convolucién de la transformacién de Fourier cada una de esas funciones

F, [Fato)]
fal
T
TT ] T 1 T? (r'?, ) } IM
Dy O T S P Y
T g =
>
F .
fax) =) f(T)6(x —nT) © Fi(w)= ) f(nT)e M@ = % F(w + 2no)

Sin embargo: f5(t) = f3 ® @ (¢t)

Porque > TS -1 @00 & Fa(w) = Fa(@) - #(w)
{ | ~
nez ¢( T) = P(w) Y,ep Flw + 2n0)
X~

Si p(x) = o & o) = rectyq() \
T
g v W
_ F 4sen?(L
Por \ ® ] = //f\ ¢(x) = Triang;(x) < %
ejemplo: ' '

2.4 Teorema del Muestreo

Sea f(t) es una funcion de energia finita y o-BL (F(®w)= 0 para || > o).
Entonces, ocurre que Fy(w) = F(w) paralw| <o

Por lo tanto F(w) = Fz(w) - recty(w) Vo

sin x
Como ¢(x) = Tx
-6 a
B sena(x —nT) :;)cr(r;:wiltijcecién
Finalmente f@) = f(nT) o(x -
nez

con o ="/; lafrecuencia de muestreo
o Nyquist

AF 0 T gy T -
2.3.1 Interpolacion de banda limitada

Dada una funcién f(x) y una constante T, ¢ = "/

—nT
fi(x) = Zf(nT)fg(Lx(f n;l)) S Fi(w) = Fa(w) - Recty(w)

nez

Por lo que f;(x) se obtiene al aplicar un filtro pasa-bajos ideal a f;(-), por lo
que f;(x) es o-BL. El error puntual es f(x) — fi(x) = 0,parax = nT

y se puede demostrar que |f(x) — fi(x)| < |F(w)| dw

1
; flw|>a
2.3.2 Ejemplo grafico de muestreo / reconstruccién H ”
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2.6 Ejemplo de Muestreo y Aliasing

Teorema del muestreo La transformada de Fourier es

) X
\V %EE w —EE
e I e
- , Taft ¥
S(x)=k_z_oo8(x—nT) |- E(W)=27ﬂkzzm5(w_k“’5)
IIIT\T} S Fa(iw)
o+m f(«'J) ‘\‘“\'F . 5 .
£ 410 51 urw (\w)@ (1w)
=§ ‘i_(x) 8 (x-nT) :TkZ‘ J (w_ ka, )@ F (,’ w)
- =0 o
ZHI| < L 37 F (jfu-tes)

Condiciones para que ocurra Aliasing

F (,()71\{

Wi , Wy

Por Teorema del muestreo

Con Aliasing

Sin Aliasing
Ws <ZWN ‘

Ws > 2 Wy

superposicion

)ta' U"’)

A/\m',{{\;/\/”i

£
g 3’t5
3

w.! WM

Ws+Wy
-WwmM

- Ws+Wiy

z ~
3

' l
3

t
"aliasing": una superposicion

en frecuencia
Ws'wM < WM




2.7 Ejemplo de Diferentes Reconstrucciones

El esquema completo para el caso ideal, utiliza un filtro pasa-bajos
ideal donde la reconstruccidn seria

f ()
®

Flw) /

Filtro
Analisis

) n o
T X
ML —e
'l IL : Tgi S1 UsEluy,
h [k] ® Filtro L s
A
\/L -w% “lv,/z
A—"7
£

‘u% A

s: frecuencia de Nyquist

El esquema completo para el caso discretizacion continua a trazos,
utiliza un filtro sinc donde la reconstruccién seria

N
'—?EE
(polimomio onden' N
N
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T
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1’;05)] | | |
@ N
|

§inc
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[HL
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Filtro Svhe
Recons-
truccion ~/ i
W

Recordando el caso del filtro pasa-bajos ideal, la reconstruccion seria

b

Sinc

AV

\ { //\
|
w"ws W
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2.8 Representacion de sefiales analogas mediante imagenes digitales

2.8.1 Espacios invariantes a la traslacion entera

Tenemos un espacio generado por la traslacién y el escalamiento de una
funcién ¢

C‘l _— 'r—il')

(x) =) clllp(x -1 ] 3

Al tener valores discretos y[k], se puede interpolar estos valores

mediante la relacién y = &¢
[)= L) ker = yLk]= 2, CBIAkd)
IO fh o b > yI1= 2

Sea PU’] 2/05(0 . LEZ = 101:14] z Cw P[l(]
Cl=(p")r yIt)
Si queremos encontrar el kernel (funcién base) que interpola los

valores y[k], podemos expresarlo en términos del espacio generado
por la traslacion de la funcion ¢

ni)= 57 oll] ple-1) | 6%

Para que sea una funcién interpoladora 91,()(,)/ . = (5'[11
4= (§) [
y la func. cardinal /7],(,’4)3 Z (PJ)D] /é(xvl)

L6z
(4)*pTels o1 w

o I =z 3 3

Por lo tanto

2.8.2 Calculo de B-splines

Propiedades generales

IV

Propiedades de aproximacion
Particién de la unidad

> B(x-0)=1, VxeR

Error (f,f) oc I('(/)~TL,

con T—>0

T: intervalo de muestreo, L:
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B e C"7(R)
-1
Op" Jox = " (x + %)
- BN (x =)
1, (¥ 1y B 1, B 1, 8'®)
o Ff] e 1o ]
0 0 0
-1-050051-1-0500511-050051-1-050 051
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N B (x) N (X))
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0 0
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N J
,,,,,,,,,,,, L
0.75 ﬂ4(x)
o e e
-1

BHx)=(B'RBRLRL) (x)

1, <z

4(‘1‘___ 5 2,
Pl { -

(51.(1) ={1'M, [x] <1 ec? . 1
= 50 (x)

_-x+ ll’ [x]<d

o= L (2- fan 15l et /‘,{

o, IX]zz

-2 -1 0

potencia de aprox

M5

bkl = L (b) # b} # b} x B! ) bi[k]

. 1 0&k<m
LM(k]:ZO/ _

. b [K]= ﬁ“(VM)Azk

1
Lezlmez

%, n veces

1 Z

F“—'J\"ﬁ
\hl)b ‘*b * "b *6 EU

__\/—_\_)
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2.8.3 Ejemplo de wavelets con B-spline

La descomposicion por wavelets se basa en filtros pasa-bajos y filtros pasa-
altos que se aplican en forma progresiva y que se basan en funciones de
soporte local

Ejemplo Haar Wavelet

media movil(ancho m=2) k]

Ln] = %-(S[n] + §[n—1]) ¢_\L—\L

L(ei?) = 101 4 e-i0 Filtro Filtro
( ) 2( ) pasa-bajos pasa -altos

e~ COS(Q/ 2) L é

IL| yi[k]
Filtro Filtro wi k]
asa-bajos asa-altos
p 1] P t ‘i,
w,[k] ey
h[n] = 1(8[n] — 8[n - 1])

ol =
2
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&=
5
E.e
<
1723
=
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N
m«-
)
v
Il

1(1 _ e—l.())

2
vilk 9 )? [ ] —ie="2 sin(2/,)

. W
Ejemplo 1D
16 g[l:.l 16 9l 8 Vé,’:'}
12 900 00000 12 g, 4
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2 3 4 5 6
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2.8.4 Ejemplo Wavelet con B-spline de orden mayor
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Decomposicidn en 12 e AN
diferentes canales de j W
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wavelets
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Ejemplo 2D Haar Wavelet:
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2.9 Artefactos por truncamiento de la Transformacién de Fourier

e Oscilaciones de Gibbs 1D

e Oscilaciones de Gibbs 2D

Imagenes de :
t Referencia
Artificial i MRI
’ S Imagenes
con Gibbs

reconstruidas

2.10 De las series de Fourier a la Transformada Discreta de Fourier

Si consideramos f(x) = ZkeZ Cpeikwox

y siendo N un entero arbitrario. Definimos T; = T/y, para discretizar x

f(mTl) — Zkez CkeikwomTl — ZREZ CkW]\II{m' WN — eiw0T1 — eiZTr/N

W
N
Donde se periodiza en frecuencia o y se tiene la

discretizacion del circulo unitario (en el espacio C)

Wy es la enésima raiz de 1, y puede ser escrita como, k=n+rN
conr € Zy ne [0, N- 1], por lo que W™ = Wﬁm%'\’rm =wym"

Por lo tanto "
- M @ nMm N-4
T = ' C = mm
‘,(mh) 'ﬂ,§ rZ::-m sy, % q,.Z;o: \"/N (Y‘;L%- C%*Y‘N)
N-I

Coeficientes con aliasing

Wy =e2™/N  m=0,..,N-1
/

T
eorema T1='T/A/, Wol% = w1 =Nwg

fundamental con

fe) =) fa+nn) y  F@ =) Fl+me)

Nnez

y utilizando ¢, = f(nTy), C, = F(kT)

La transformacion
N-1

discreta de _ I
Fourier (DFT) es Ck = Z cn Wy

n=0

MmeZ

y la transformacién
inversa

=2~

Cp =

N-1
> Gowi
k=0




a)Ejemplo pulso cuadrado b) Ejemplos 2D de la transformada Discreta de Fourier

= <, » Caracteristicas de amplitud de algunas ima
= xI<T, . aracteristicas de amplitud de algunas imagenes 2D
1\6(): ) H(“’) =2‘|" SU\C(WT‘!) - SR
O ~ T i §
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5\[’ /\
L ~ PN N\
9 =0T, % A
Funcion no

periodica
) . Muestreo
Series Fourier . .

(discretizacién frecuencia)

20log,, Y|
21" L
+—t = e
(I ,l
| L . > 1 ¢ £ 1 1 S p
f . > il
x=0 X “ e ' QI W, Il ® W il il il = -109
;,W__z — -
Hlkwy = T, SUC [kw, T,
= Y Func1on periodica ( T ( ) (a) Barbara (b) Baboon
T  (serie de Fourier)
¢ Periodicidad de la funcién representada por series de Fourier
Muestreo
(discretizacién tiempo) Por lo tanto, al obtener la transformada de Fourier de un segmento de la

imagen, hay que considerar que esta imagen es periddica

‘Sefial original Transformacion de Fourier 2D
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Func10n discreta perlodlca
(serie discreta de Fourier)




