
2.1 Interpolación

Se puede expresar una función continua en términos de valores equi-

espaciados (shift-invariant space)

�∅��� = � ���	� ∅ ������ − �	���
����

�∅�⋅� es la función interpoladora��⋅� es la función base que interpola

Condición para la función base 

interpoladora (función cardinal)

Ejemplo: si   ���� = ��� ���������
Otra posibilidad: interpolación con funciones  B-spline

Vecino más cercano:  ∅��� = ���� !⁄ ���  = #�� + � %⁄ � − #�� − � %⁄ �

Interpolación lineal:  ���� = 	�&'()���� = *1 + � −1 < � < 01 − � 0 ≤ � < 10 ~

��(	� = 01(2 = 31  ( = 00  ( ≠ 0

���� =  ∑ �� �∈ℤ   �����   Una formulación general para las series de Fourier es

donde se utiliza otro tipo de función φk diferente a las funciones sinusoidales.

Procesamiento Digital2.

      

Caso límite 8 → ∞0̅��� = lim?→�0?���         Tren de pulsos infinito con

                                           espaciamiento T

Tren de  pulsos@A = 2C 	⁄

0?��� = � 0�� + (	�?
���?

D?�@� = E�( F�8 + 12��� 	@G
E�(�12��	@����������������

DH�@� = I&J?→�D?�@� =  � 0�@ − (@A� 
�∈ℤ

Si se tiene un tren de 2N+1 pulsos

2N+1 pulsos espaciados  en T

2.2. Tren de pulsos

      



Por                                                                         ���� = 	�&'()���� ℱ↔  M �N�!�OP!����!Q!��������
ejemplo:

�R��� = � ��(	�0�� − (	� 
�∈ℤ   ℱ↔  SR�@� = � ��(	���T�Q 

�∈ℤ = � S�@ + 2(U� 
�∈ℤ

Sin embargo:  �∅��� = �R ⊛ ∅ ���
Porque � ��(	�0�� − (	� ⊛ ∅��� 

�∈ℤ       ℱ↔         S∅�@� = SR�@� ⋅ W�@�             = W�@� ∑ S�@ + 2(U� �∈ℤ

Si  ���� = ��� ���������  ℱ↔  W�@� = ����%��@�  

Supongamos que se tiene una función f:ℝ → ℝ  y su tranformación de Fourier 

F: ℝ → ℂ

Al multiplicar la función f por un tren de pulsos, se genera una función fd, la 

transformación de Fourier Fd, es la convolución de F(ω) con un tren de pulsos.

Pues la transformación de un tren de pulsos es un tren de pulsos, y la 

transformación de Fourier de una multiplicación de 2 funciones es la 

convolución de la transformación de Fourier cada una de esas funciones 

2.3 Muestreo o discretización

      

Sea f(t) es una función de energía finita y σ-BL (F(ω)= 0 para |ω| > σ).

Entonces, ocurre que SR�@� = S�@�  para |@| < U
Por lo tanto  S�@� = SR�@� ⋅ ����[�@�        ∀@
Como   ���� = ��� ���������        ℱ↔

Finalmente

con U = � ⁄   la frecuencia de muestreo 

o Nyquist

Fórmula de

reconstrucción���� = ] ��(	� E�( U�� − (	�U�� − (	�������������
 

�∈ℤ

2.3.1 Interpolación de banda limitada 

Dada una función f(x) y una constante T,  U = � ⁄
����� = ] ��(	� E�( U�� − (	�U�� − (	�������������

 

�∈ℤ
   ℱ↔     S��@� = SR�@� ⋅ ^���[�@�

Por lo que ����� se obtiene al aplicar un filtro pasa-bajos ideal  a �R�·�, por lo 

que ����� es σ-BL. El error puntual es   ����  −  �����  =  0, para � =  (	
y se puede demostrar que |���� − �����| ≤ ��� ` |S�@�| |Q|a[ b@
2.3.2 Ejemplo gráfico de muestreo / reconstrucción

2.4 Teorema del Muestreo

      



Teorema del muestreo            La transformada  de Fourier es

c�d�  e↔   f�g�

0h��� = � 0�� − (	��
����    ℱ←  →     DH�j� = 2C	��� � 0�@ − �@k��

����

@� = 2C	���

2.6 Ejemplo de Muestreo y Aliasing

      

Por Teorema del muestreo

Condiciones para que ocurra Aliasing

superposición

"aliasing": una superposición 

en frecuencia

Sin Aliasing                                                    Con Aliasing

      



Filtro 
Recons-
trucción

El esquema completo para el caso ideal, utiliza un filtro pasa-bajos 

ideal donde la reconstrucción sería

Filtro
Análisis

ωs: frecuencia de Nyquist

2.7 Ejemplo de Diferentes Reconstrucciones

      

Reconstrucción
Filtro pasa-bajos

vecino más cercano 
(polinomio orden 0)

Filtro
Recons-
trucción

Filtro
Análisis

El esquema completo para el caso discretización continua a trazos, 

utiliza un filtro sinc donde la reconstrucción sería

Recordando el caso del filtro pasa-bajos ideal, la reconstrucción sería

      



Sea

Para que sea una función interpoladora

Por lo tanto

y la func. cardinal

2.8.1 Espacios invariantes a la traslación entera

Tenemos un espacio generado por la traslación y el escalamiento de una 

función �
���� = � �1I2��� − I� 

l∈ℤ

Al tener valores discretos y[k], se puede interpolar estos valores 

mediante la relación mn = W�n

Si queremos encontrar el kernel (función base) que interpola los 

valores y[k], podemos expresarlo en términos del espacio generado 

por la traslación de la función  �

2.8 Representación de señales análogas mediante imágenes digitales

      

Propiedades generales Propiedades de aproximación

Partición de la unidad

T: intervalo de muestreo, L: 

potencia de aprox

multiresolución

2.8.2 Cálculo de B-splines

      



Ejemplo Haar Wavelet 

media móvil(ancho m=2)ℒ1(2 = �%���01(2 + 01( − 12�pqe�st = �%��q1 + ���st
⬚ = ���s %v cosqz 2v t

Ejemplo 1D

La descomposición por wavelets se basa en filtros pasa-bajos y filtros pasa-

altos que se aplican en forma progresiva y que se basan en funciones de 

soporte local

ℎ1(2 = �%���01(2 − 01( − 12�|qe�st = �%��q1 − ���st
⬚ = −&���s %v sinqz 2v t

2.8.3 Ejemplo de wavelets con B-spline

      

Ejemplo 2D Haar Wavelet:

2.8.4 Ejemplo Wavelet con B-spline de orden mayor

      



2.9 Artefactos por truncamiento de la Transformación de Fourier

Oscilaciones de Gibbs 1D•

Oscilaciones de Gibbs 2D•

Imágenes de 

Referencia 

Imágenes

con Gibbs 

reconstruidas

Artificial MRI

      

Si consideramos �̅��� = ~ �����Q�� �∈ℤ
y siendo N un entero arbitrario. Definimos 	� =  ?⁄ , para discretizar x

��̅J	�� = ~ �����Q��  �∈ℤ = ~ ���?�� �∈ℤ ,    �? = ��Q� = ��%� ?⁄
Donde se periodiza en frecuencia ω y se tiene la 

discretización del círculo unitario (en el espacio ℂ)

�? es la enésima raíz de 1, y puede ser escrita como  k = n + r N

con � ∈ ℤ y n∈ [0, N- 1], por lo que �?�� = �?���??�� = j?��

Teorema 

fundamental con

��̅�� = � ��� + (	� 
�∈ℤ        m         S��@� = � S�@ + J @�� 

�∈ℤ
y utilizando ����� = ��̅(	��,   ����� = S���	�
La transformación

discreta de 

Fourier (DFT) es

Coeficientes con aliasing

Por lo tanto

�? = ��%� ?⁄ ,     m = 0, … , N-1

�̅� = � ��̅ �?���?��
��A

��̅ = 18��� �̅� �?��?��
��A

y la transformación 

inversa

@� = 8@A

2.10 De las series de Fourier a la Transformada Discreta de Fourier

      



Muestreo
(discretización frecuencia)Series Fourier

Muestreo
(discretización tiempo)

Función no
periódica

Función periódica
(serie de Fourier)

Función discreta periódica
(serie discreta de Fourier)

a)Ejemplo pulso cuadrado

      

Señal original Transformación de Fourier 2D

Por lo tanto, al obtener la transformada de Fourier de un segmento de la 

imagen, hay que considerar que esta imagen es periódica 

Características de amplitud de algunas imágenes 2D•

Periodicidad de la función representada por series de Fourier•

(a) Barbara (b) Baboon

b) Ejemplos 2D de la transformada Discreta de Fourier

      


