1. Sistemas Lineales e Invariantes a la Traslacion

1.1 Motivacion de las imagenes digitales
éQué es una imagen digital?

¢Es un arreglo de pixeles?

Modelo mayor continuidad

Vecino mds cercano

¢ Funciones
base

Funcion 1D

Detalle de una imagen digital

Modelo basado en pixeles
(constante por area cuadrada)

El hecho que se trabaja con imagenes digitales tiene que ser considerado al
momento de implementar el procesamiento de esas imagenes.

1.2 Sistemas lineales

1.2.1 Ejemplo de Sistemas Lineales

a) Sistema: un sistema realiza una transformacién sobre un objeto de

entrada, generando una salida
salida

entrada

b) Suma: dos funciones se pueden sumar

A\
A

c) Escalamiento: una funcidn se puede escalar por un factor constante

/BP»/L

d) Un sistema es lineal cuando se cumplen 2 condiciones:
1. Cuando la transformacién de una suma es la suma de las transformaciones:

L= TR

2. Cuando la transformacion de un escalamiento es el escalamiento de la
transformacion

i phes/| = | -mp-/|




1.2.2 Ejemplo de sistemas lineales

X
Se tiene un vector [y] y lo rotamos en 90° a favor de los puteros del reloj, el
resultado es [_xy] Esta transformacién se puede representar con una matriz de la
0 -1
forma [1 10]. . ,
. -17 _ -1 y
cemvio [ = [0 12

Recordemos que la multiplicacién entre una
matriz Ky un vector se calcula de la siguiente

ki1 k1,2] [x] [k1,1x + kyoy

koi kool LY k1% + kyoy

K
Para el caso especifico de una rotacién en un angulo 6,

cos(B) —sen(0)
sen(B) cos(0)

X X
Supongamos que tenemos 2 vectores [yﬂ y [}’z]’ los cuales se suman y se aplica

2,1

8790°

forma

la matriz es Rg = [

la transformacién R(6):

cos(B) —sen(0)] (X1 + X5
[Se[rég?(e) C()—Sggr)l(]eg]y;cll] [}Fcl}s(e) —sen(e)] X3
- + [yz]

~ |sen(0) cos(0) |lY1 sen(0)  cos(0)

= (R [y, ]} + {Ro 3]

R 21 oLy,
La transformacién de la suma es igual a la suma de las trasformaciones sobre cada
vector en forma individual.

Por otro lado, si es escala uno de los vectores

cos(B) —sen(0) X1 cos(B) —sen(0)
| [{or[y;]) =

sen(B) cos(0) V1 sen(B) cos(08)

yal = s {fa ]

La transformacién de un vector escalado es igual al escalamiento de la
transformacion del vector.
Con estas 2 propiedades se verifica que la transformacién R(0) es lineal.

1.2.3 Propiedad de Linealidad en matematicas

Setiene g(x) = ?C(f(x))

Linealidad SifiiR->C, f,:R->Cyay,a, €C,siendox:C— C

klay fi(x) + a2 f2(x)} = ark{fi ()} + ax{f2(x)}
entonces K es una operacién lineal

En general, si g;(x) = K(fi(x)) i=1,.. N

N N
Para la linealidad K (Z a;fi (x)) = Z a;g;(x)

i=1 i=1

Una representacion g(x) = fﬂ K, y)f(y)dy

De hecho
N N
f K@y Y afidy = Y a [ K@nfiody
0 i=1 i=1 _QN
= z a;g;(x)
i=1

cumple con la condicion de linealidad
La version discreta g[n] = Y0 Kn, U f[1]

La versidn matricial es

91 Kin Kiz - Kii][fi
gz _ H . K H fZ
InN Kyi o o o Kyl Ufy




1.3 Sistemas lineales e invariantes a la traslacion

Un sistema invariante a la traslacion es aquel que entregard el mismo resultado
(en forma) ante una entrada, independiente de cuando (en funciéon del tiempo t)
0 en qué posicion (en funcidn de x) se realiza el proceso.

Sig:R - C ,yX esunatransformacién lineal C — C, tal que g(x) = ?C(f(x))

Entonces la propiedad de invariancia a la traslacion es

gx —xo) = .’K(f(x - xo))
Al reemplazar la linealidad en la invariancia a la traslacién en la parte derecha:
K(F 0= x20)) = [ K @y)f O = x0)dy = [ KGu3+x)f @) ds
0 [y
Mientras que en la izquierda fﬂ K (x —x0,y)f()dy = g(x — x4)

Para cumplir con la invariancia a la traslacion y despreciando las condiciones de
borde set tiene que K(x,y + x¢) = K(x — x4, y)

Por estarazén, K(x,y) = h(x —y)
En efecto K(x,y + xg) = h(x -(y+ xo)) = h((x — Xp) — y) =K(x—x,,y)
Por lo tanto para un sistema Lineal e Invariante a la Traslacion (LIT):

g&)=fh@—vawy=h®f&)
0

La convolucidn tiene la propiedad de conmutatividad

h® f(t) =f ® h(t)

La version discreta gn = Ypen fn—s fo = Dpco Rofn—s \ O\
[\ \ \l
La version matricial N\

o hy - fo m diagonales
.91 h_1 ho h’l ‘. : f
s |=| - hoy hy Ry - !
gt \ L o) Vs

hoy h

1.4 Convolucion

Se define como la operacién convolucién * como

g@)=h®fu>=f h(x - y)f () dy

1.4.1 Identidad en la convolucion
Secumplesi f ® 6(x) = f(x)
Delta de Dirac _)ox=0

rec 60 {0x¢0

Y ffooo §(x)dx =1 Normalizacién

| 7e006 = xo ax = o)

Identidad en version vectorial

1 0 0
IX¥ =X conlaidentidad es I=[0 1 0]

1.4.2 Respuesta al impulso (funcidn de transferencia)

h® 6(x) = h(x) 0)1 J\’

— ¥ >

h(x) viene a ser el Point Spread Function (psf)

H{5(x)} = h(x)




1.4.3 Conmutatividad

La convolucidn tiene la propiedad de conmutatividad

h® fx)=f® hx)

RO fo) = fh@va—wmz

© = [ rome-ndy = e f@

1.4.4 Asociatividad (bloques) ik /», | /A‘p - j,
g(x) = h2 @ hl @f(X)

=h, ® (hy ® f)(x) U/

= (h; ®hy) ® f(x) f

—h® fx) B A 27

h(x)=h; ® hy(x)
=h; ® hy(x)

Notar que el orden de los
sistemas se puede intercambiar /lz "l\'l 9 >

debido a la conmutatividad

1.5 Transformacion de Fourier

1.5.1 Procesamiento de sistemas LIT

Se tiene unsistemaH  f(x) g(x)

siendo ® la convolucidn —> h® —>

900 =h® f(x) = f hGx - Y)f ) dy

usando f(x) = e'®*, i=+/-1

900 = f hO)f G-y dy = f h()e @) dy

= e [ Rt dy = e HW)

entrada valor C
[o¢]
con la transformacién de Fourier H(w) = f h(x)e % dx
J\.® Valor propio
.. f(x) = e'“* es una funcién propia Hf = Af

donde H(w) son los valores propios correspondientes

[ee]
La transformacién inversa de Fourieres h(x) = z—f H(w)e* dw
T —00




1.5.2 Propiedades de traslacion de la Transformacion de Fourier

fx — x0) SF(w)e %
F()ei“0* SF(w — wy)

Ejemplo del efecto de traslacion:

Sefial Original

Sefial Desplazada

Desplazamiento en
posicion (o tiempo)

Desplazamiento
en frecuencia

Amplitud original y desplazada

A,

- B - ﬂFase iﬂr|ng o;?ginalm
0 A AR i

:. ||,|l]ﬁ(| | ”N{ mif J|
j“’ Faselmg desr;r;zada;m
! # I'I"'gf- "‘hll r~ il Wf’

s T 0 R

Amplitud en el espacio de Fourier 2D

1.5.3 Escalamiento

f(ax) ;% F (g) M"] Mﬂ

Ejemplo: una funcién gaussiana

[ %;« "4 W
:,L’
|'/;;« \,( diix “W
:,?f
Aé > _/
. > ¥
I %;& Y4 G “wW




1.5.4 Ejemplos de Transformaciones de Fourier

a) Delta de Dirac

r % wx \w-
1 0 <—> ["obe™dx =" 4
=o

X

b) Respuesta al escaldn Por la transformada de una integral de una funcién

Heavisid T 1
(Heaviside) (osix<0o €<—> (.—+n6(w)>1

u(x) = . iw

1six>0
(0 ®
= f 5(7)dt // Y
¢) Funcion Rectangular —® ) A
P recty, (x) = ulx + xp) — ulx — xo) -1

Rech,(w)= 2! (L) - a(ES, a‘(w)) = 2% s (wx.)

o por simetria F
d) Funcion sinc: (Dualidad) F(x) (:)Zﬂf(—a))

por lo tanto ¥3 W(’( (m) <_~T:’% Y‘o,c)'wokw)

F (Por dualidad y
e) Funcidén constante 1o 27‘[5((1)) transf. Delta Dirac)

f) Funcién exponencial como
. F
f)e'®* o F(w — wgp)

, F
entonces e'“0* & 26 (w — wy)

o ~

g) Para el caso del coseno

F -We Wy
l(eie _|_e—i9)' CoWo X &> r(d‘(w-».)w(mw.))
2

cosO =

Y del seno sin 8 = %(ew - e'ie) SWw, x {—’—-\, _‘I;L (0’(«,,—4.;,)~J‘(ww.))

f

1.6 Las funciones sinusoidales

¢ Onda plana (viajera) que avanza en el espacio

1

Esta representada por la funcion:

flt) = Asin(wt —kx),  c=9/,
con ¢ siendo la velocidad de propagacién

Frecuencia: es la cantidad de ciclos que s [ sny EN
un intervalo determinado AREA "v\ Jﬁ-”“"‘ T
A - \
Frecuenci yOONTD NS N
ecuencia ur U v
Angular: @ = 27 /T ["%%/seq] LI |t (S 73
b LAY
oy =171 4 YANAWA
Temporal: v = 1/¢ o5 O Hertz — F—— .
) ' \ \ / ®
Espacial:  k = 27/, [ VARV

Representacion de una sefial en base a sinusoides:
fo(x) = Apsin(kex + 60p),  kp = kg

e Amplitud e Fase

©

S




1.7 Series de Fourier

1.7.1 Suma de funciones sinusoidales
Composicién de funciones sinusoidales:

F) = fo) = ) Apsinlex +6,), ke = thy

LEL L€L

Ejemplo: Una funcién continua puede
descomponerse en diferentes \‘
funciones sinusoidales

- T

Estas funciones sinusoidales se
indexan por la frecuencia kwo,
especificando

la amplitud A = \/@)2—+(b—k)2
ylafase ¢, = arctanby/a;
Una serie de Fourier se define en base a una suma de armonicos (multiplos de
una frecuencia base) de funciones periddicas (sinusoidales o exponenciales con
exponente imaginaria).

flx) = Z ay cos(kwgyx) + by sin(kwgx)
K€Ly B
funciénreal f:R—> R ay, b, € R, funcién compleja f:R > C, ¢, € C

=3 gyettos

KEZ

. ra . s . 27T
El espacio de f es el de las funciones periddicas, cuyo periodoes T = o
0

Notar que ésta forma de representacién aparte de ser periddica, es también
lineal.

1.7.2 Series de Fourier

Al definir una serie de Fourier como f(x) = 3}, ., Cxe™ 0%,

siendo una funcién compleja f: R - C ¢, € C. El espacio def es el de las

. sy , 21
funciones periddicas, cuyo periodo es T = o
0

F
Ocurre que si tenemos el par de Fourier f(x) ©F(w)

Entonces la relacién sera
2T rl (o]
Cp = ?F(kwo) y f) =Ym_ o f(x+nT)
Por esta razon, al utilizar versiones discretas en el espacio de Fourier, en el
espacio de la funcidn original, ésta es periddica.

Volviendo al problema del tren de pulsos, si tenemos una funcidn continua

que es aperiddica fp(x) iFO(w), la versién periodizada fse puede obtener
como - © -
4 (x ):‘. ‘.ﬁ lo (XHIT) S 'él f.w‘;(’\‘) J‘(xwtl -Z) d,\‘
Jt)=[o46) P94y = {97 ()
1 F - Discretizacién en
(w) = \Fo(_ w] ) ( “’) <~ la frecuencia
L)
P F

k\@

\ 0y

N\
| \ r'fT [ I\T t

J ;

T T

%, |

Pues hay que aplicar la propiedad de Fourier de f1(x) ‘iF1 (w)

fi ® H() OF W) Fw) £00 BE(w)




1.8 Representacion de sefiales analogas mediante imagenes digitales

1.8.1 Espacios invariantes a la traslacion entera
Tenemos un espacio generado por la traslacién y el escalamiento de una
funcién ¢

Y.
9e A Fs F4 {0)
Lo~ S
fx) = Z a ¢x—1) N e 1| cl4)
IEZ ¢ty

Al tener valores discretos y[k], se puede interpolar estos valores
mediante la relacién y = &¢

Por ejemplo, se pueden utilizar funciones rectangulares, triangulares, splines
cubicos o wavelets:

16
. 12 oo 00000
Rectangulo: vosse
0000 Noad
8 + *0000 <0000
4 =+
1]

Spline cubico

1.8.2 Calculo de B-splines

Propiedades generales Propiedades de aproximacidn
Particién de la unidad

LeRﬁn(x_g)zl » B(x-£)=1, ¥xeR

ﬂnecn—2(R) t=Z

op" Jax = B (x + 1) Error (f,f) « x,-T",
_ﬂﬂ—l(x_%) con T >0

T: intervalo de muestreo, L:

potencia de aprox
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1.8.3 Ejemplo de wavelets con B-spline

La descomposicion por wavelets se basa en filtros pasa-bajos y filtros pasa-
altos que se aplican en forma progresiva y que se basan en funciones de
soporte local

Ejemplo Haar Wavelet

media movil(ancho m=2) k]

Ln] = %-(S[n] + §[n—1]) ¢_\L—\L

L(ei?) = 101 4 e-i0 Filtro Filtro
( ) 2( ) pasa-bajos pasa -altos

e cos(Pf,) | é

IL| yi[k]
Filtro Filtro wi k]
asa-bajos asa-altos
p 1] P t ‘i,
w,[k] T
h[n] = 1(8[n] — 8[n - 1])

ol =
2
s =
&=
5
E.e
<
1723
=
aul
N
m«-
)
v
Il

1(1 _ e—l.())

2
vilk 9 )? [ ] —ie="2 sin(2/,)

. W
Ejemplo 1D

16 g[l:.l 16 93 8 Vé,’:'}

12 9o 40000 12:;‘“‘“‘“ 4 +

8 mmm osees™? 81 000000000 03 ,

2 3 4 5 6
4 4 - -4
0 0 -8

1.8.4 Ejemplo Wavelet con B-spline de orden mayor

16
Decomposicidn en 12 e AN
diferentes canales de j W
frecuencia Raeth )

B-spline
wavelets

3
2
1
0
1
2
-3

Ejemplo 2D Haar Wavelet:

(a) (b)




1.8 Representacion de sefiales analogas mediante imagenes digitales

1.8.1 Espacios invariantes a la traslacion entera
Tenemos un espacio generado por la traslacién y el escalamiento de una
funcién ¢

Y.
9. Aol 414

(x) =) clllp(x -1 ) o3

Al tener valores discretos y[k], se puede interpolar estos valores
mediante la relacién y = &¢

= ¥ k = = .
L= fby ke < yli] gizccamk )
Sea PU—]Z/ﬂf(Q)l LeZ = yliy = Cx k]

CLil=(p")x yIt]

Si queremos encontrar el kernel (funcién base) que interpola los
valores y[k], podemos expresarlo en términos del espacio generado
por la traslacion de la funcion ¢

W)= 37 oll] ple-l) 1 €

Para que sea una funcién interpoladora ?L(x.)/ 'IL: &Ekl

Por lo tanto QDL]: (_@-4) [k']
y la func. cardinal %(«M)= 12620’-4)[!] iﬁ(xvl)

(q/):sp[zx,}z Ik “[\’/MI\

o I =z 3 5




